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SISTEMA DE MEDICION ANGULAR 


ANGULO TRIGONOMETRICO 

Se genera por la rotaciédn de un rayo (en el mismo 
plano), alrededor de un punto fijo llamado vértice, 
desde una posici6n inicial hasta una posici6n final. 


Consideramos un angulo positivo cuando las rota- 
ciédn del rayo sea contraria al movimiento de las 
manecillas dewn»reloj (antihorario); cuando la rota- 
cidn sea en el mismo sentido de movimiento (hora- 
rio) el Angulo se*considera negativo. 


Donde: 

O: vértice de losangulos generados 
8: angulo trigonométrico positivo 

B: angulo trigonométrico negativo 


* Cuando a un angulo trigonométrico se le in- 
vierte su sentido, su valor cambia de. signo. 

. Para sumar angulos trigonométricos, en un 
grafico estos deben tener el mismo sentido. 


MEDICION DE UN ANGULO 

Al medir un angulo, tratamos de asignarle un nu- 
mero que indique la magnitud de este. Se debe te- 
ner presente para un angulo positivo, que cuando 
sea mayor la rotacién, mayor sera el’angulo. 


ANGULO DE UNA VUELTA 

Es aquel que se genera, cuando el lado’final e ini- 
cial coinciden por primera vez de cierta rotacién. 
Podriamos asignarle a este angulo el numero 1 y 
decir que angulo de una vuelta es: 1 v. 


La forma mas ldégica para medir el angulo es el 
numero de vueltas o llamado también numero de 
revoluciones. 


1/2v 


MEDIDA EN GRADOS SEXAGESIMALES 

El sistema mas utilizado en aplicaciones de inge- 
nieria, topografia y navegacidn es el sistema sexa- 
gesimal. 


En este sistema definimos el angulo de una vuelta 
como aquel angulo cuya medida es 360° (1°: grado 
sexagesimal). 
Ejemplo: 

240° 


Dibujemos un angulo de 2/3 de una vuelta y calcu- 
lemos su medida. 


La medida en grados sexagesimales de este angu- 
lo es 2360") = 240° 


.. Medida de un angulo en grados sexagesima- 
les = (NUmero de revoluciones) (360°) 


Tenemos también: 


Donde: 


1’: minuto sexagesimal 
1”: segundo sexagesimal 


MEDIDA EN-GRADOS CENTESIMALES 

Debido a que este sistema no es muy utilizado y 
carece de aplicaciones practicas,’solo nos limita- 
remos a mencionar algunas equivalencias. En este 
sistema definimos el angulo de una vuelta como 
aquel cuya’medida es 4009 (19: grado centesimal) 


También tenemos: 


*419 = 10 0008 
Donde: 1™: minuto centesimal 
18: segundo centesimal 
MEDIDA EN RADIANES 


Consideremos un angulo 0 y dibujemos una cir- 
cunferencia de radio r y el vértice del Angulo en su 
centro O; sea ademas L la longitud del arco de la 
circunferencia que se genera. Entonces se define: 


La medida de un angulo en radianes (numeros de 
radianes) viene expresado por: 


(B.A 


Ejemplo: 
De la definicion: yo 
_L_8cm_ a 
r 2cm_ 


El numero 4/no tiene unidades, asf un angulo de 
4 (radianes) significa un Angulo que subtiende un 
arco cuya longitud es cuatro veces la longitud, del 
radio (L = 4r) 

Ahora si consideramos Ly=.r, en- 
tonces segun la definicién tene- 
mos: 


Podemos definir un angulo de un radian (1 rad) 
como el angulo central que subtiende un arco cuya 
longitud es igual a la del radio. 


1 vuelta: 360° = 400%= 27 rad 


{ 


a vuelta: 180° = 2009 = x rad 


- vuelta: 90° = 1009 = 5 rad 


* 1rad>1°>19 


- 27 =50" 
: ar 

- 81" = 250° 
s aS 

-  27' = 50008 
- > 


RELACION ENTRE LOS NUMEROS QUE REPRESEN- 
TAN LA MEDIDA DE UN ANGULO 


Consideremos ahora un angulo trigonométrico po- 
sitivo como se muestra en la figura: 
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Siendo: 

S: numero de grados sexagesimales del angulo 0. 
C: numero de grados centesimales del angulo 0. 
R: numero de radianes del angulo 0. 


Se cumple: _ - © _R 


LONGITUD DE ARCO DE CIRCUNFERENCIA 

Si un arco de longitud L en una circunferencia de 
radio r, subtiende un angulo central (medida en ra- 
dianes) 


Entonces: 0<0<2n 


Aplicaciones 


1. Numero de vueltas que da una rueda sin 
resbalar, al desplazarse de una posicion a 
otra 
En la figura se muestra una rueda de radio r, 
que se desplaza de una posici6n A a otra B, 
sin resbalar. 


6 
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El numero de vueltas que da dicha rueda para 
tal condicién se calcula mediante la siguiente 
& 


relaciOn: |n, = 
Vv 
2nr 


Donde: 

ny: numero de vueltas que da la rueda. 

4,: longitudsdescrita por elycentro de la rueda. 
r: radio de la rueda. 


Poleas y engranajes 


Engranajessenacontacto y poleas unidas)por 


una faja de transmisi6n 
A B 


Figura (I) 


Figura (Il) 


En la figura (|) se tiene dos engranajes y en la 
figura (Il) se tiene dos poleas, unidas por una 
faja de transmisi6n. En cada caso, si Agira un 
angulo 6, entonces B girara otro angulo Oz. 
Ademas las longitudes descritas por los pun- 
tos P, T y F son iguales, es decir: 


4,: denota la longitud de la trayectoria descri- 
ta por el punto P, analogamente para los 
otros puntos mencionados. 


Poleas unidas por un eje. 
B 


~ 
P 
Eje—\, XO 
IN 


Se tienen dos poleas unidas por un eje, si la 
polea A gira un angulo 0, entonces la polea B, 


girara un Angulo 02: 


AREA DE UN SECTOR CIRCULAR 


A la porcién sombreada de la figura, se denomina 
sector circular. 


Si es el Angulo central expresado en radianes, de 
una circunferencia de radio r, y si S denota el area 
de un sector circular subtendido por 0. 


Entonces: B 
A 
_ or mt ae 
S=| |S=a] [$= 25 
EJERCICIOS RESUELTOS 


1. ,/Hallar el equivalente en grados, minutos y se- 


gundos sexagesimales de un arco de Ps rad: 


Resolucion: 
Pasando al sistema sexagesimal: 


5r 180° 900° 
17 ee e eal? 7 


900| 7) 
@ 428 5 1282 
/ 


x64 

240| 7 

@ «84 = 34 
<60 

\ 

120| 7 


(tae ae 


‘ — rad =128°34'17" 


2. Hallar la conversion de oon rad en grados 
sexagesimales. 
Resolucion: 
Pasando al sistema sexagesimal: 


322 rad 180° _ 32x 180° 


— 40° 
9 nm rad 9 ot 


Si el complemento del arco x es — os radianes, 
hallar el valor de x en grados centesimales. 


Resolucion: 
Sabemos que el complemento de un arco x 
es: Z—x 

“2 


P m_y__3@ 
or dato 5 x vi 
_ a , 3n 5n 
X= ia Xd rad 


Este valor lo pasamosyal sistema centesimal: 


52 rad( 2002 _ 10002 


= g 
7 Mad 7 142, 8571 


Pasando asminutos y segundos se obtiene: 
x =1429 85" 718 


Un tramo de una via férréacurvilinea esta, for- 
mado por dos arcos sucesivos. El primer arco 
corresponde a un angulo central de 20° con un 
radio de 2500 pies y el segundo corresponde a 
un anguloscéntral deé)25° con un radio de 3000 
pies. Encontrar la longitud total de la via. 


Resolucion 


Observar de la figura que la longitud total de la 
via es igual a la suma de los arcos L, y Lo. 


20 x 
— ig 
1 ee )(2500) 3000.2, 


Ly pees?’ 


ee oa 2500207" Lo 
Considerando: x = 3,1416 se obtiene 
. Ly +L. = 2181,67 pies 


Se tiene un sector circular de radio r y angu- 
lo central de 36°. gCuanto hay que aumentar 
al angulo central de dicho sector para que su 
area no varie, si su radio disminuye en un 
cuarto del anterior? 


Resolucion: 
Sector circular (inicialmente): 


38" 0 


(S: area del sector circular) 
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Sector circular (después): 


Observar que el radio (por dato) del nuevo 
sectors igual a 3r/4, pero el area no varia. 


Se “x_/3rP 
S= (36 Fo) (3) (2) 
Como el area es la misma, entonces iguala- 
mos (1) y (2): 
1/36 2)\ 2 
a faa) 


7(96 to) 589 (Sy 


4 
Simplificando: 36° = (36° + ajo 
Qperando tenemos: a = 28° 


90° + Ft rad + 16° 
& rad — 8° 


a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5 


Calcule el valor de: R 


Dada la siguiente equivalencia: 119 < > a°b' 
calculexb ~a 

a) 45 b) 46 c) 47 

d) 48 e) 49 


Si: (@4 Na <>(a+2)0° 
calcule (a? + a)° en radianes. 


Tl Tl Tl 
a) 30 45 og 
T 70 
d) A e) 30 


Si a rad < > a°b'c", calcule (a + 2b — c)% en 
el sistema sexagesimal. 

a) 72°. b) 81° c) 90° d) 99° e) 108° 
Los angulos internos de un triangulo miden: 


(3x)°, (10x)9, y (3) rad. Calcule la diferencia 


10. 


une 


12. 
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de las medidas del mayor y menor Angulo en 
radianes. 


a) 52/18 b) 2/3 c) 7n/18 
d) 4x/8 e) n/2 
Reducir la expresién: 
c= {ae Po, C + S 7 + ae 20R_ C 
10 


siendo S y C las medidas sexagesimal y cen- 
tesimal desunsangulostrigonomeétrico. 


a)2 b)3 c)4 d)5. e)6 


Determine’ la medida radial delsafAgulo que 
cumple: 12S + 5C + 40R/n = 32 


a) 7/10 rad b) 2/40 rad 
d) 7/100' rad e) 7/90 rad 


c) 2/80 rad 


La suma del doble del.numero de grados 
sexagesimales con el numero.de grados:cen- 
tesimales de un angulo es igual a140. Deter- 
minar la medida circular de dicho angulo. 


Tl TL. mT 

a) 3 rad b) a rad C) 5 rad 
Ty Tl 

d) a rad e) e rad 


El numero de segundos sexagesimales de un 
angulo mas el numero de minutos‘centesima- 
les del mismo angulo es 66 800. Calcule la 
medida radial de.dicho angulo. 


a) 7/20 b) 1/18 c)/ 7/10 

d) x/9 e) 7/6 

Calcule la medida del angulo para el cual se 
cumple que:S + 3C —10SR=30 (2 = 22/7) 
a) 12° b) 15° c) 18° 

d) 21° e) 24° 


Si a° y b9 son suplementarios que estan en la 
relacién de 1 a 4, respectivamente, calcule el 


valor de: 4a+b 
a) 11 b) 12 c) 13 
d) 14 e) 15 


Calcule: 500(~ mee oe =|, siendo: 


x: numero de segundos centesimales de un 
angulo. 


13 


14. 


i. 


16. 


ge 


18. 


y: numero de segundos sexagesimales del 
mismo angulo. 

z: numero de minutos centesimales del mis- 
mo angulo. 


a) 169 
d) 172 


b) 170 
e) 173 


c) 171 


Determine»la medida radial del Angulo que 
cumpla con la igualdad: 


B° @cé R® 4 4 4 
+ =12 +R 
9 A + 20 = (S°+C ) 
a) n/3 rad 
d) 2n/5 rad 


b) n/2 rad 
e) 3n/5 rad 


c) 7/5 rad 


Determine la medida circular del Angulo que 
cumpla con la igualdad, siendo S, C y R los 
numeros convencionales para un angulo. 


oat t= (1 +3\(t yay b teea)(! rere) 
a) x/2 rad b) 7/4 rad c) n/5rad 
d) x/8 rad e) 7/10 rad 

Si: (x x) eg ce 7m xt <> atbie" 

calcular: cad eal 

a) 10 b) 15 c) 20 

d) 24 e) 25 


SiendosS y C los ndmeros de grados sexa- 
gesimales y centesimales para‘un mismo an- 
gulo el cual cumple: S? + 81 <18S 

convertir (4SC)° a radianes. 


a) 9n/5 b) 4n/5 
d) 37/5 e) 6n/7 


c) 2n/3 


Siendo S y C los numeros que representan la 
medida de un angulo en grados sexagesima- 
les y grados centesimales, respectivamente, 
cumplen la igualdad: 


1$+(84+i8+... =4{0-{C-1C-... 
Calcular la medida radial de dicho angulo. 


a) 1,97 rad b) 2,97 rad c) 3,9 rad 
d) 4,92 rad e) 0,97 rad 


Calcular la medida del mayor angulo en radia- 
nes, si la suma de la cuarta parte del numero 
de grados sexagesimales de un angulo y los 
tres quintos del numero de grados centesima- 


19. 


20. 


ni 
Wl 
> 
< 
a 
0 


les de otro Angulo es 70, ademas se sabe que 
dichos angulos son suplementarios. 


a) 7 b) 2n/3 c) 2n 
d) n/2 e) 1/4 


Un Angulo a mide aO0b° y también ac0%. Si 
c >b, gcual.es el menor, valor que puede to- 
mar a en radianes? 


120 142 167 
aS | say , a 
Tq 17n 
nS 0, 


Se tienendos angulos positivossysse sabe lo 
siguiente: la diferencia del numero de minutos 
centesimales de uno de ellos con el ndmero 
de minutos. sexagesimales del otro es.400, 
ademas sus »numeros de grados sexagesi- 
males y centesimales del segundo y primero 
suman 10. Calcule la diferencia de estos an- 
gulos en radianes. 


a) 7/46 b) 1/12 
d) 1/8 e) 7/96 


ce)» 1/20 


De la figura, calcular: a+b 


a-—b 
a) 1 ‘ 
b) 3 
c) 6 7 
d) 5 
e) 4 es 


Calcular el area de la regidn sombreada: 
R=6m 
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a) 122m? 

b) 142 m? 

c) 15x m? 

d) 16x m? R 

e) 17m m2 —"T 


En un sector circular se cumple que: 
L(6R +=) =S +380 
donde: R: radio; 6: numero de radianes del 


angulo central; L: longitud de arco, S: area. 
Hallar S: 


a) 14 b) 15 c) 16 
d) 18 e) 20 


SiS =5L?, calcular x (S: area). 


a).2L 
b) 3L/2 
ce) L 
d) L/2 
e) L/3 


Calcular: 6? + 0 


Calcular el valor de x. 


a) 3 

b) 5 

c)7 11 
d) 9 

y4 2a 


a 


ae 


En un sector circular el radio y el perimetro es- 
tan en la relacién de 1 a 3. Calcular la medida 
del angulo central. 


1 3 
a) 2 rad b) 1 rad c) a rad 
d) 2 rad e) 2 rad 


2 
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10. Determinar la longitud de la cuerda que cubre : 15. Calcular: S (area) 
todo el sistema. : 


a) R(3 +7) \/ 

b) 2R (3 +2) Xr 2a 

c) 3R (3 + x) 

d) 4R (3 +7) \F V/ a 

5R (3 

°) Sa a)3ab b) 5ab c) 2ab 

11. Calcular 6, si: S; =S, d) ab e) ab 
2 


16. Se tiene un sector circular cuyo angulo central 
mide 409. Si el radio mide 15 m, calcular la 


<) 0 rad S; longitud de arco que subtiende. 
: a)am b) 2nm c) 3am 
a) 7/10 b) 2/9 c) a6 : d) 41m e) 5am 
d) n/5 e) 7/4 : 
a £47. SIL, + bp = 14%, 0 +p = 120% hallar R. 
12. SiA: area, hallar x. : 3 
a) 1 a) 1 « 
b)2 b) 3 tf m \G 
e)4 (x) c) 5 \ Da 
d) 5 Ae d) 7 \ ] 
e) 6 e) 9 


13. SiS; +S. = 152 m%, caleular 6. 
18. Calcular x. 


14. 


] 
Wl 
> 
¢ 
el 
Oo 
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RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO 


Se llama triangulo rectangulo al que tiene un an- 
gulo recto, recuerde que el lado opuesto al Angulo 
recto se llama hipotenusa y los dos lados restantes 
catetos. 


En la figura, llamamos c a la hipotenusa, para in- 
dicar que su longitud es de c unidades y, con el 
mismo fin, llamamos a y b a los catetos, ahora su- 
pongamos que 6 es el angulo agudo. 


En el triangulomwectangulo mostrado se cumple: 


0 <0 <90° 
a<cjb<c 


Teorema de Pitagoras: b 


a? + b? = c? 


RAZON TRIGONOMETRICA (RT) 

La razén trigonométrica de un angulo agudo»en 
un triangulo rectangulo’se define como el cociente 
que se obtiene al dividir las medidas de las longi- 
tudes de dos de los lados del triangulo rectangulo 
con respecto al angulo agudo. 


Si en el triangulo dela figura anterior nos referimos 
a las longitudes de los lados del triangulo con los 
nombres, hipotenusa (c), cateto opuesto (b) y cate- 
to adyacente (a) al Angulo 8. Podemos definir las 
razones trigonométricas de 6 del modo siguiente: 


Z\ c 


cateto opuesto alangulo® pb 


send = - 
hipotenusa c 


_ cateto adyacente al angulo 0 ~ 


osO : 
hipotenusa 


_ cCateto opuesto al angulo® =p 
cateto adyacente alanguloOd a 


é0io = cateto adyacente al angulo 0 
cateto opuesto al Angulo 6 


= 2 
b 


hipotenusa 
secQ = — ss 
cateto adyacente al anguloO6 a 
hipotenusa c 


csc8 = — = = 
cateto opuesto al angulo®@ b 


Ejemplo: 


Calcule los valores de las seis razones trigono- 
métricas del menor angulo agudo 0 de un trian- 
gulo rectangulo, cuyos catetos miden 8 y 15 uni- 


dades. 


Resolucion: 
Teorema de Pitagoras a-17 
2 2 2 8 
(8)° + (15)" =a 
=" => = x) CJ 
289=a a=17 Ts 
Enelf&\ 
8 15 
send. =— cote = ~— 
17 8 
15 17 
= Q@=— 
cos0 7 sec 15 
8 17 
tanod = — O=— 
an 15 csc 8 


RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS 
AGUDOS: 30°, 60°, 45°, 37° Y 53° 

Las razones trigonométricas (RT) de estos angu- 
los se obtienen a partir de los siguientes triangulos 


<| 
2 60° 
1 
73 


0° 
13 


rectangulos. 


<] 
2k 60° 
k 
Z3. OJ 


0° 
k{3 


<] 
5k 3k 
0 
4k 
<| {| 
45° 
k{2 

k 

JyA5° c 45° c 


k 1 


IS 


Oi 


30° 
1 3 
2 5 

Bl 4 
2 5 

Bl 3 
3 4 


45° | 53° | 60° 

2 | 4 {3 

le || 

2/3] 4 

a ee 

1 =: |) 4g 
3 
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2. los valores de las seis, razones trigo- 
nométricas dependen Unicamente de la 
medida del angulo y no de las longitudes 
de los lados del triangulo rectangulo. 


Luego: 


I. ACB tenemos que: sen 0 = Be 
AB 
I\AC’B’ tenemos que: sen 0 = eles 
AB 
.BC _ BC’ 
Hie? AB Aes 


Asi encontramos el mismo valor para 
sené sin importar cual sea el triangulo 
rectangulo que utilicemos para calcular- 
lo, una idea similar podria servir para las 
otras razones trigonométricas. 


RAZONES TRIGONOMETRICAS RECIPROCAS 
Siendo 6 un angulo agudo, se cumple: 


csc = a = sendcscd = 1 
send 


seco = — = cosOsecd = 1 


osié 


= tanOcote = 1 


Ejemplos: 


7 
: 6@=£ scso=t 
sen 7 CSCI 5) 
a ee ee 
5 5 


RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS 
COMPLEMENTARIOS 


<1 Dos angulos agudos se lla- 
man complementarios si su 
pb Suma es un angulo recto. 


En la figura que se muestra: 
a = O @y a: son angulos comple- 

mentarios (9 +a = 90°). 
Hemos nombrado el angulo opuesto al cateto b 
como 0 y el angulo opuesto al cateto a como a, en 
consecuencia: 


send = Fe, cosw; cosd = 8 sena 
c g 
tand = Bas cota; cote = 4 Stano 
a b 
gc _ : -~C_ 
seco’ = ao csca; csc = . seca 


sena = cos(90° — a) 
tana = cot(90° — a) 


seca = csc(90° — a) 


Debido a estas relaciones, las razones: 
. Seno y coseno 

. Tangente y cotangente 
° Secante y cosecante 


RT(a) = CO-RT(B) 
>at B = 90° 


se llaman co-razones trigonométricas una de la 
otra, respectivamente. 


Ejemplos: 
sen40° = cos50° 
tan80° = cot10° 
cos62° = sen28° 


sec20° = csc70° 
cot3° = tan87° 
csc24° = sec66° 


RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS 
Las aplicacionesade la trigonometria en campos 
como topografia y navegaci6én requieren resolver 
triangulos rectangulos./La expresion “resolver un 
triangulo” significa encontrar la longitud de cada 
lado y la medidatdetcada‘angulo del triangulo. 


En esta secciédn veremos que podemos resolver 

cualquier triangulo rectanguloisi.se nos da: 

|. Las longitudes de dos lados. 

ll. La longitud de un lado y la medida de un’an- 
gulo agudo. 


I. | Conociendo las,longitudes de dos lados 
Ejemplo: 


Resolver un triangulo rectangulo, sabiendo 
que sus catetos miden 1 y 2, respectivamente. 


Resolucion: 
* Para calcular x, aplicamos el teorema de 
Pitagoras: 4 
(1 + (2) =a? 3 
= ae 1 
2 ZA) Co 


« Para determinar_la.medida del angulo 0, 
calculemos una razon trigonométrica con 
los catetos de longitudes 1 y 2. 


Es decir: tand = ; = 0 = 26°30’ 
Como: 6 +B = 90° = B = 63°30’ 


Il. Conociendo un lado y la mediada de un an- 
gulo agudo 

A. Conociendo la longitud de la hipotenusa y un 
angulo agudo. 
Incdgnitas: x, y 


* Calculo de x: 


* =cos0 = x = acos0 


*  Calculo de y: 


~ =seno = y = asend 
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*« En el triangulo rectangulo la medida del 
otro angulo agudo es: 90° — 0 


asend 


ZA CI 
acos0 


B. Conociendo un angulo agudo y la longitud del 
cateto opuesto a dicho angulo. 


Incdégnitas: x, y 


*  Calculo de x: 
x ¥, 


ao cotd = x = acotd a 
*  Calculo de y: A oO 
y x 


a cscO = y = acscd 


« En el triangulo rectangulo la medida del 
otro angulo agudo es: 90° — 0 


acscd 


Z)\ OC 
acotd 


C. Conociendo un angulo agudo y la longitud del 
cateto adyacente a dicho angulo. 
Analogamente a los triangulos rectangulos 
anteriores tenemos: 


asecd 
atand 


Z\ = 


AREA DE LA REGION TRIANGULAR 


El area de cualquier region triangular esta dado por 
el semiproducto de dos de sus lados multiplicado 
por el seno del angulo que forman dichos lados. 


Asi tenemos: B 


(\ 
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ANGULOS VERTICALES 


Son aquellos angulos contenidos en un plano verti- 
cal formados por la linea de mira (0 visual) y la linea 
horizontal, que parten de la vista del observador. 


° Linea vertical. Vertical de un lugar es la linea 
que coincide con la direccién que marca la 
plomada. 

¢ Linea horizontal.,Se\denomina asi astoda 
aquella linea perpendicular a la vertical. 

e Plano Vertical. Es el.que contiene a todalinea 
vertical. 

¢ Linea visual. Llamada.también linea deymira, 
es aquelladinea recta imaginaria_que une el 
ojo del observador con el objeto a observarse. 


Los angulos verticales pueden ser: 

Angulo de elevacion. Es el Angulo formado porta 
linea horizontal y la linea de mira cuando el objeto 
se encuentra por encima dé lalinea horizontal. 


Plano vertical 


En la figura se muestra la ubicacion de los angulos 

de elevacion y depresion: 

*  a:eslamedida del angulo de elevacion, porque 
se encuentra contenido en un plano vertical. 

¢ 6: es la medida del Angulo de depresidn, por- 
que esta contenido en un plano vertical. 

e 6: no es un angulo de elevacién porque esta 
contenido en un plano inclinado. 


Angulo de depresion. Es aquel angulo formado por 
la linea horizontal y la linea de mira cuando el objeto 
se encuentra por debajo de la linea horizontal. 


Linea horizontal 
at ce 


a: angulo de depresiéon 


Angulo de observacion. Es aquel Angulo for- 
mado por dos lineas de mira que parten de un 
mismo punto al observar un objeto de un extremo 
al otro. 


8: Angulo de observacién 


Ejemplo: 

El Angulo de elevacién de la cuspide de una torre 
es.de 60°, a 72 metros de ella, estando el ojo del 
observador a {3 metros sobre el suelo, la altura de 
la torre es aproximadamente: 


Resolucion: Q 
Observar que: MN = {3 
+4 QM =H - {3 
KPMaQ: tan6or = H= 13. 
72 P 


gio sH=7395 % 


EJERCICIOS RESUELTOS 


1. Enuntriangulo rectangulo un,cateto mide 4 m 
y la altura sobre la hipotenusa 2,4 m. ¢Cual es 
el area del triangulo? 


Resolucion: 
IX. AHB: sena = =A =0,6 
sena = => =a =37° 
I.ABC: tana = 7 
a_3 = 
rie ied a=3 
4\(3 
Agee OO! a =6 mm? 


2. El perimetro de un triangulo rectangulo es 
de 338 m. Si la tangente de uno de los an- 
gulos agudos es 2,4; gcuanto mide el cateto 
menor? 


Resolucion: 
Dato: tana = 2,4 = 


De la figura: tana = 


12 
5 
Entonces sea: a = 12xy b =!5x 
c= fat4 b? = {(12x)? +(5xP 

c = 169K? “Sc = 13x 
Dato:a +b +c¢= 338 

12x + 5x 4713x = 338°> SOki=338 


De (1) y (2): 2 = 


338 

30 
Se tiene un triangulomrectangulo isésceles 
ABC de catetos 1m (angulo recto en B). Por 
B se traza una perpendicular a AO; por D una 
perpendicular a BC; por E una perpendicular 
a AC; por.Fouuna perpendicular a BC y asi su- 
cesivamente. Calcular el limite de la suma: 


Cateto menor: b = 5x = 5( ) = b =56,33 


BD4DE+EF+FG+.. 


‘PARIS 
‘AMOR A SOFIA 


[L\ADB: BD = sena 

INBED: DE = BDseno. = sen’a 
INDFE: EF = DEsena = sen®a 
INEGF: FG = EFsena = sen*a 


S=BD+DE+EF+FGH.... 
S =sena +sen*a + sen%a + sen‘a +... 
S =sena [1 + sena + sen*a + sen®a + ...] 
S =sena(1 +S) = (1 —sena)S = sena 
g = Sena 

1 -—seno 


bo : 
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Por dato el IXKAABC es isdésceles 
Entonces: a = 45° 


Ss = _sen45 {2 
1 —sen45 oe lis 
2 
1. 424+ 
S= —.4— =S=/2+1 
Bie 


Considerando x = 3,1416; gcual es el valor de 
la secante de un arco de: 1,04720 radianes? 


Resolucion: 
Nos piden calcular: sec(1,04720). 
3,1416 x 
Como: 1,04720 = == 
3 3 


= sec(1,04720) = seo(7) =2 


La cotangente de un angulo vale 1,5; gcuanto 
vale la tangente de su complemento? 
Resolucion: 

Dato: cota = 1,5 

Por RT de angulos complementarios sabemos 
que: 

tan(90°— a) =cota _..-. tan(90° — a) = 1,5 


Hallar el valor numérico de la siguiente expre- 

sidn: 

{3 cos*30%tan60° — {6.sen45°cot30° + 
2sec45°cos45° — ~ 


Resolucion: 
Reemplazando los valores indicados: 


(2) (8) 6(2\ a) 212 =) - 


=> 9 6.5 124 


4 2 4 
En un triangulo rectangulo la hipotenusa mide 
{5y los Angulos agudos B y C cumplen con la 
relacién: senB = 2senC. Hallar las longitudes 
de los catetos. 


Resolucion 

Dato: senB = 2senC B 
b_ 2c =b=2c 

aa 5 

b+ c= (BF = (202 +2=5 i 
5c? =5 = c= 1 

c=1Ab=2 = b A 


16 
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Hallar el valor de la siguiente expresion: 
1 


sen*x + 3tan°x — 2sec*x ri 
para: x = 45° 
Resolucion: 
Sea: E = sen*x +3tan®x — 2sec?x — — 
Para x =452: 
E = sen445° + 3tan9459- 2sec245e=- - 
| 3 2 1 
E + 3(1)% = 2042 
(Fete 30 S202 F 13 
1 1 
a a 
ao 4 


Hallar el/valor de: 
2 dnd 1 
sen*30 +—csc*60 +—sec~60 
A= 2 36 
cot*30. + sec?45 + 3tan45 
Resolucion: 
Reemplazando los valores conocidos: 


12. 1/2\4 15)" 
Ay pe Vy Lio 
(2) +312) + 34(2) 
(13)* + (426 493(1) 
f 8 aT? 4gye 7 
xl a EB 6m 
1 94243 14 14° 12 


. Hallarlos angulos agudos «@ y B tales que: 


tan(3a — 35°) = cot(90°—f) A 28 —a = 15° 
Resolucion: 

Como: tan(3a — 35°) = cot(90° = B) 
Entonces: 3a — 35° + 90° — 8 = 90° 
Simplificando: 3a —fB = 35° aed) 
Dato: 2B —a = 15° ...(2) 


Resolviendo las ecuaciones (1) y (2) se ob- 
tiene:a =17° A B = 16° 


Siendo 6 un angulo agudo, tal que: tan = 5/12; 
calcular el valor de: E = cos0 — send 


a) 3/19 b) 4/17 c) 7/13 
d) 9/16 e) 5/13 
Siendo x un angulo agudo para el cual: 
cscx = 2,5; calcular el valor de: 
M.= 5cos2x — 3senx 
a) 1 b) 2 c)3 
d) 4 e) 5 
En un triangulo rectangulo ABC (recto en B), 


simplificar: E = senAcscC — 2tanA 


senAsecCtanA 
a) 1 b) 2 c) 3 
d) 4 e) 5 


Dado el triangulo rectangulo ABC (recto en B). 
Calcular cscA, sabiendo que: 


secC — senA = 3senC 


a) {10 b) 2410 c) 3410 
d) 5 e) 245 


Si el perimetro de un triangulo rectangulo ABC 
(recto en B) es 168 cm, ademas: cscA = 25/7, 
calcular la diferencia entre las longitudes de 
los dos mayores lados. 


b) 2cm 
e) 5cm 


a) 1cm 
d) 4cm 


c) 3cm 


Siendo x e y angulos agudos, calcular x, 
si: cos(2x + y + 15°)sec(8x + y — 12°) =1 


a) 25° 
d) 12° 


b) 27° 
e) 15° 


c) 29° 


Calcular el Angulo agudo x que cumple: 
sen(5x + 13°) — cos(4x + 14°) =0 


a) 3° b) 5° c) 7° 
d) 9° e) 11° 
Calcular el valor de: 
_ sen20" + cot(25" + 3x) + sec(80" — 5x) 
csc(10" + 5x) + tan(65" — 3x) + cos 70" 


a) 1 b) 0 c) 2 
d) 1/2 e) 1/3 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Siendo a y B angulos agudos, calcular f, si: 
sen(7a — 15°) = cos(5a + 21°) 
tan(2B — a)cot(3a + 2°) = 1 


a) 5° b) 10° 
d) 20° e) 25° 


c) 15° 


Calcularla medida del Angulo agudo x para el 
cual se cumple: 
cot(2x —9°).=tand°tan2°tan3? ... tan89° 


a) 10° b).18° e) 20° 
d) 27° e) 30° 


Siendo x e y.angulos agudos que cumplen: 
sec(5x + 10°) = csc(2y +202) 
tan(20° 4 y)tan(30° + 3y) =1 


calcular: M = sen(4y + x) + tan(4x + y) 
a) 1/2 b) 1 gieeZ 
d) 2 e) 3 


Siendo a y B angulos agudos.tales que: 

tana = {7 A cscB = 212 

calcular: E = tan?(= a P) tan(© if 4 
3 2 

c) 3/2 


a) 1/2 
d) 3/4 


b) 1 
e) 4/3 


Sia, By 8 son angulos agudos que cumplen: 
sen(3a + 8B) = cos(30 + 2p) 
cos(a +B +0)sec(3a + 28) 


calcular: M = 
COS(2o,+:28 + 20)csc(B + 30) 
a) 1/2 b) 1 ce) {2/2 
d) {3 e) 2 
En un triangulo rectangulo ABC (recto 


en C), se sabe que: tan°B = 2: calcular: 
E = 2tan?A — csc?B 

a) —2 
d) 1 


b) -1 
e)2 


c) 0 


Siendo x e y angulos agudos que cumplen: 
_ cot(x + 40 )tan(y + 20 ) 


ane =) tani0 cot80 
7 20" 
aaieuee sen(x + y + 50")cos(20" + y) 
cos(y — x — 10") 
a) 1/2 b) (3/2 c) 3/4 
d) {2/2 e) 4/5 


17. 


18. 


un 
Wl 
> 
< 
a 
0 
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Se tiene un cubo donde se traza una de sus 
diagonales y una de las diagonales de su base, 
de tal manera que tenga un punto en comun 
con la diagonal del cubo. Calcular la tangente 
del angulo que forman dichas diagonales. 


a) 12 b) {2/2 c) 13/2 
dy 16/2 e) 16/6 


Del grafico, calcular: P = tanB + tand 


a) 1/2 B E 2c 


Calcular el valor de: 
a — tan®60° + sec*45° + 4cos60° 
cot45° — sen30° 
a) 10 b) 42 
d) 16 e) 18 
Si: tand — sen45°tan60° = 0; 6: agudo 
calcular E = 10sen*6 + 6csc*6 
a) 8 b) 10 
d) 16 e) 20 


Calcular el valor de x (agudo) en: 
Asen(22° + x) cos(68° — x) = 
tan(30° + x)tan(60° — x) 


c) 8° 


c) 14 


c) 12 


a) 2° 
d) 10° 


b) 4° 
e) 12° 


Calcular secé del grafico: 
{13/3 \S 
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5. Dela figura, calcular: tan 


8. Dela figura, calcular: tana 


Z\ 


(\ as 
a) 0,1 b) 0,2 c) 0,3 
d) 10/3 e) 10 


9. Dela figura, calcular: tana 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


a) 843 b) 743 c) 613 
d)5 e) 1 
Hallar x. 


a) 3senatand 
b) 2senacotd 
c) 3senasend 
d) 8cosatané 
e) 8cosacotd 


De la figura, calcular: 5 


a) 13/5 
b) 243/5 
c) 3413/5 
d) 4413/5 
e))5 13/5 


De la figura, calcular x. 


a)tana 
a)cota 


a) asen(0 — a) 
) 
)seco. 
) 
) 


b) asen(0 
c) asen(0 —a 
d) asen(a — 0 
e) asen(a — 0 


tana 
cota 


Del grafico, calcular: x 


a) 2(tano.+ tanp) S 

b) 2(cota + cotB) 

c) 2(coto —tanp) 2 

d) 2(cota. — cot) 

e) 2(tana — tanB) 7 a 


De la figura, calcular x. 


a) 2R(tano + 1) 
b) 2R(coto + 1) 
c) R(cotd + 1) 
d) R(cot — 1) 
e) R(tand + 1) 


A® 


= 
Calcular: 
E = (2sen30° + sec60°)tan53° + {3 tan60° 
a) 3 b) 5 c)7 
d) 9 e) 11 


Si: send — tan37° = 0; 
calcular: A = 4/7 tan0 + 1 
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a)2 b) 3 c)5 > PRIcSAIAINe camclicerac-.. 


: EJERCICIOS PROPUEST 
d) 243 e) 3412 EIERGMGs TOF UENOSS 
18. Simplificar: 1. Del grafico, calcular x. 
ra 2tan(35° + x)tan(55° — x) + tan?60° a) 19 10 
cos18 csc72 — sen30 b) 18 x 
: cy) 17 —~ 
a) 10 b) 9 Cc), 8 : d) 15 
19. Del graficoyealcular6 sen 0+ 1 2. En un ti@ngulo ABC cuya area es 0,5 m?, 
a) 2 / : determinar a que es igual el producto de las 
b) 3 cosecantes de los angulos del triangulo. 
c) 4 a) abe b) a°bc? c) ab*c? 
d) 5 d) a°b’c e) a°bc? 
e) 7 L C\ : 


3.  Siendo S; y S» areas, calcular: = 


20. a) 1 
b) 2 4a 5b 
c)3 
e)5 


Ae : 
rasa : 4. Del grafico, calcular: (<y" 


21. Calcular x del grafico: 


\ | UAK, 
c) 3 eal ox 14 
)4 : 
)5 


d our f= 17 2s, 
e Z\ co 
: a) 3sen0 + 2cos0 b) 2sen8 + cos 
22. Del grafico, calcular: : c) 4cos@ + 3send d) 3cos0 + 4cosé 


e) 3cos6 + 2cosd 


A = 2sen(0 —15°) + sec(0+15°) 
is Si 
5. Del grafico, calcular: S 


a) 1 : 5 
b)2 {2xy a) sen20 
c) 3 y : b) csc20 
d)4 A | c) cos20 
e) 5 X d) sec20 
e) tan20 


6. Desde un punto en el suelo se observa la par- 
te mas alta de un edificio con una elevacién 
angular de 37°, nos acercamos al edificio a 
una distancia de 10 m y el nuevo angulo de 
elevacién para el mismo punto es 45°. Calcu- 
lar la altura del edificio. 


uy 
> 
< 
J 
Oo 


20 


10. 


Ws 


12. 
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a) 14m 
d) 30m 


b) 15m 
e) 32m 


c) 28m 


Desde un punto en el suelo, situado entre 2 
muros de 3 my 4/3 mse observa sus puntos 
mas altos con angulos de elevaciédn de 30° 
y 60°, respectivamente. Calcular la distancia 
entre dichos puntos. 


a) 10m by 12m 
d) 16m e) 18m 


c) 14m 


Desde la base de un arbol se observa la parte 
superior de un.edificio.con un angulo de>ele- 
vacion de 45° y desde la parte superior del ar- 
bol se observa el mismo punto con un angulo 
de elevacion de 37°. Si la altura del edificioves 
de 120 m. Calcular la altura del arbol. 


a) 10m b) 20m ¢) 30m 
d) 40m e))50.m 


Una persona colocada a 36 m de.una torre ob- 
serva su parte mas alta con un angulo de ele- 
vacion a (tana = 7/12). Qué distancia habria 
que alejarsespara que el angulo de elevacion 
sea 0,,donde: tand = 1/4? 


a) 36m b) 40 m 
d) 46m e) 48m 


c) 42 m 


Desde la.parte superior de un muro de 2 m de 
altura, se observa un arbol consun angulo de 
depresién de 30° su base.y con un angulo de 
elevacién de 60° su parte superior. /Hallar la 
altura del arbol. 


a)4m 
d) 10m 


b)6m 
e)12m 


c)8m 


Desde un avidn, que se encuentra a una al- 
tura H, se observa en tierra un objetivo con 
un angulo de depresién de 60°; luego de un 
minuto y habiendo pasado por encima del ob- 
jetivo, se vuelve a observar el mismo con una 
depresién angular de 30°. Si la velocidad del 
avion es de 300 km/h, calcular H, ademas la 
trayectoria del avidn es una linea horizontal. 


a) 1350 m b) 2500 m c) 1250m 
d) 3500 m e) 2000 m 


Un cachimbo de la Universidad Villarreal de 
1,5 m de altura observa la parte superior de 
un poste, con un angulo de elevacidn ©. Si el 
cachimbo se acerca 45 m, hacia el poste y en 


13. 


16. 


17. 


linea recta, el nuevo angulo de elevaci6n seria 
6, halle la altura del poste, sabiendo que: 


cot® — cotd =2 


b) 18m 
e) 25m 


a) 16m 
d) 24m 


c) 20m 


Desde el Ultimospiso de un edificio se ob- 
serva un.avidn con un angulo de elevacién 
de 53°. Si la altura del edificio es de 200 m 
y la altura de vuelo del avidn es de 1 km, 
calculanla*distancia del avidn al ultimo piso 
del edificio. 


a) 1600 m 
d) 800 m 


b) 1200 m 
e) 1000 m 


c) 600m 


. Desde la base A de un camino inclinado, un 


angulo a con respecto a la horizontal, se ob- 
séerva la parte superior S, de un poste de 2m 
de altura con un angulo de elevacién 2a. Si el 
poste se encuentra en el camino y AS = 7 m, 
calcular tana. 


a) 2/9 
d) 6/2 


b) 2/7 
e) 442 


c)7/2 


. Calcular el area de una regién triangular don- 


de 2 de sus lados miden 12 my 14m, ademas 
la medida del angulo que forman dichos lados 
es 30°. 


a) 40 m2 
d) 43 m? 


b) 410m? 
e) 44 m2 


6) 42 m? 


Del grafico, calcular x. 


ac 
a) send 
) b 


S 


b) Pe Seno 


x 
Cc) P seno 
Cc 


d) abcsend L 


e) BC send 
a 


Del grafico, calcular: A = send + 2cos0 


a) 1 

b) 1/2 

c) 3/2 
)3 
)2 


oO 


18. 


19. 


Si a +b = ab; calcular x. 


a) 13 

b) 243 
c) 343 
d) 43 
e) 513 


as, calcula 


Del g 
bread 


S. 2G: 
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a) 13,5 b) 14,5 c) 15,5 
d) 16,5 e) 17,5 


A 16 m de la base de un Arbol el angulo de 
elevacién para la parte mas alta es 37°. Cal- 
cular la altura del arbol. 


ay 10m b) 114m c) 12m 


RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS EN POSICION ESTANDAR 


ANGULO EN POSICION NORMAL 

Un Angulo 8 esta en posiciédn normal, posiciédn es- 
tandar o candnica si su vértice esta en el origen de 
un sistema coordenado rectangular y su lado inicial 
coincide con el eje x positivo. 


Vértice” | Ladd inicial 


Cuando un /angulo 6 esta en posicién normal, el 
lado final puede estar en uno de los cuadrantes en 
cuyo caso se dice que 0 esta en tal cuadrante, 0 
bien encontrarse sobre el eje x o el eje y, entonces 
se dice que es un angulo Cuadrantal. 


Ejemplos: 
I. 


Il. 
Oh xX x 
a>0 b<0 
Ill. y IV. y 
6 
B x x 
B>0 0<0 


«  Entonces a, ¢ AB estan en posicién normal. 
a ElllC, d € IIC yB es un Angulo cuadrantal. 


* @ no esta en posicién normal. 


ANGULOS COTERMINALES 

Son aquellos Aangulos que pueden o no estar en 
posicién normal y tienen las siguientes caracteris- 
ticas: 

|. El mismo lado inicial 

ll. El mismo vértice 

Ill. El mismo lado final 


Sin considerar el sentido de los angulos, es decir, 
que ambos angulos pueden tener el mismo sentido 
o sentidos opuestos, se tiene: 


Vértice Lado 
inicial 
a 
Lado 8 
final, 
Vértice Lado 
inicial 


xX 


aeElllc 
deElllC 


En ambas figuras a y 8 son angulos coterminales, 
en el primer grafico son angulos trigonométricos y 
ensel segundo ambos estan en posicién normal. 


Propiedades de angulos coterminales 


1. La diferencia de dos angulos coterminales es 
un numero que se representa por 360°k (k: 
entero). Es decir, sic y 8 son angulos cotermi- 
nales, se cumple: 


a — 0 = 360°k 
donde: k = +1, +2, +8, ... 


2. Siendo« y @ angulos coterminales y en posicién 
normal como se muestra en la figura se tiene: 


sena = y 

r 

y sena = send 
send = — 

r 
cosa = 2 

x cosa = cos0 
cos0 = — 

r 
tana = 7 

y tana = tano 
tand = — 

x 


Analogamente para las demas razones trigo- 
nométricas. Luego, podemos concluir: 
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RT(a) = RT) gq (sen®260 cott15 cost16 
Donde RT: raz6n trigonométrica (csc195 tan336 
: ‘ 40 csc12 
RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS EN © —-H = Sent cold csei2s 
POSICION NORMAL (tan135 sec298 ) 
Resolucion: 
Recordar"los signos de las RT en cada cua- 
drante. 
seno todas son 


cosecante | positivas 


(+) (+) 


send = y _ _ordenada tangente coseno 
f radio vector cotangente secante 
coso = Xa _abscisa (+) (+) 
f radio vector : 
tand = Y _ ordenada En las expresiones dadas solo reemplazamos 
x abscisa los signos. 
_ X __abscisa (+)+\P (-) 
sie y ordenada : i: WW =-— =F=(-) 
t@"radio Vector I) ) 
a a |, Toco meen 
. PE eee ee cae 
escd = 1 — fadio vector : (a3P (+) 
y ordenada 
—)(—)(+ + 
1: OO) yg 
[@P 
1. Hallar el valor numérico de la expresi6n: : EJERCICIOS PROPUESTOS. 


E = sen180° + 2cos180° + 3sen270° + 2 Peenneec-stastectneeeetenietieects 
4cos270° — 5sec180° — 6csc270° : 

Resolucion: 

Recordar: 


Reemplazando en la expresién dada: 


E=0 + 2(-—1) + 3(—1) + 4(0) — 5(—1) — 6(-—1) 
E=-2-3+5+6=6 ; a) 2/3 y 


2. Indicar los signos de las siguientes expresio- b) 1/3 a2) 


nes en el orden F, G, H. c) 1/2 
(sec285 tan?138 sen210 )° d) 3/2 . 
= aaa e) 1 


(csc215 cot338 ) 


Del grafico mostrado, calcule tano. 


Si 6 es Un,angulo positivo, en posicién normal 
y esta comprendido entre la segunda y terce- 
ra vueltajadetermine.su valor si se.cumplen: 
tan = cot(z/4) y send <0. 


a) 35n/4 
d) 65/4 


b) 75n/4 
e) 45n/4 


c)55n/4 


Del grafico mostrado, calcule tand. 


Si 6 es un angulo en posicién normal tal que 
tand = -2 y 9 pertenece al segundo cuadran- 
te; calcule: 2 + {41(sen@ + cos) 
a) -2 b) -1 

d) 1 e) 2 


Si se tiene que 8 es un Angulo en posici6n nor- 
mal del cuarto cuadrante, para el cual se tiene 


c) 0 


que cos0 = a; calcule: 3 + 13(sen@ + cos0) 


a) 8 
d) 9 


b) 10 
e) 6 


c) 11 


Determine el cuadrante al cual pertenece 0 si 
se cumple: (senO + cos0)secd < 1 y ademas: 
tanOsend > 0 
a) IC 

d) IVC 


b) IIC 
e) F.D. 


c) IIIc 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 
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Determine el cuadrante al cual pertenece 0 si 
se tiene que: |send| + send = 0 y ademas: 
sendcos0 > 0 


a) IC 
d) IVC 


b) IIC 
e) F.D. 


c) IIIc 


Si 6 es un angulo positivo y menor que una 
vueltayy pertenece al tercer cuadrante; deter- 
mine el.signo de: 


l.. E'= (send + cos0)tand 


lL F= [sen(3) = cos()|seno 


Ill. A = (sen20 — cosé)tan(6/2) 


a) ( 
c) ( 
e 


y (+ 


;(-); (+) 


A= ) 
); (=); (-) d) (+); (—); (-) 
) ) 


(+); ( 
Dadas las relaciones: 
1 + |send|tand <0 Atan@send > 0 


determine el signo de la expresi6on: 
E = (send — cos@)(tand + coté) 


a) (+) b) (— c) (+) 0 (-) 
d) 0 e) FD. 


Del grafico mostrado, calcule: 3sen@ + 2cos0 


) 
) 
¢) 
) -2 
) -3 (—12; —5) 


De Ja figura siguiente, calcule: send — 4cos0 


a) 5 (—15; 8) y 
b) 4 
c) 3 
d) 2 
rf) Xx 


e) 1 


El punto P(—3; 5) pertenece al lado final de un 
angulo 8 en posicién normal; calcule: 
{34 (sen@ + cos@) 


a) 1/2 b) 1 
d) 3 e) 1/3 


c) 2 


26 


16. 


aT. 


18. 
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El lado final de un angulo 8 en posicion normal : 19. Del grafico mostrado, calcule: tané + tana 
pasa por el punto (4; —5); calcule: : 


_ a) -3 

{41(sen® — cosé) b) -2 

a)-1 b) -3 c) -5 c) -1 
d) -7 e) -9 d) -4 
Del gra @)a5 


se tiene que: tand = 


I O il co mostrado; calcule tané. 
i als Baa 7 


& 
| 
Q 
fo) 
CLAVES 


d) —35/12 
e) -12/7 (a—1; 


CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA 


ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA 

En la figura se tiene una circunferencia con centro 
en C(h; k) y radio r. Si P (x; y) es un punto cual- 
quiera de la circunferencia, por distancia entre dos 


puntos se tiene: r = (x —h)+(y—k), pero esto 
es equivalente a la ecuacidn: 
(x — hy — k)? = 7? (I) 


A la ecuaci6n,(l).se denomina ecuacién devla cir 
cunferencia con centro en (hj k) y radio r. 


y 
P(x; y) 


0 x 


A aquella circunferencia que tenga por ecuacion: 
x? + y? = 1, se le dehomina circunferencia trigo- 
nométrica o unitaria. Entoncés»esta circunferencia 
tendra centro en el origen y radio igual a una uni- 
dad. La grafica de la circunferencia trigonométrica 
(CT) se observa en la siguiente figura: 


ARCO DIRIGIDO 

Es la trayectoria recorrida por un punto movil so- 
bre una curva en un sentido determinado. Asi, por 
ejemplo, en la figura el arco AB se forma por la 
trayectoria de un punto sobre la curva @, partiendo 
de A (posici6n inicial u origen) llegando al punto B 
(posicidn final o extremo). Analogamente el origen 
del arco CD es C y su extremo es D. 


¢c 
B 


D 


ARCOS EN POSICION NORMAL 


Son arcos dirigidos formados en una circunferen- 
cia con centro en el origen del plano cartesiano, 


donde la posici6n inicial de estos arcos es el punto 
Q punto de interseccién del lado positivo del eje x 
con la circunferencia) ver figura. 


En adelante discutiremos aquellos arcos dirigidos 
en posicién normal donde la posici6n inicial sea un 
punto tal como Q. Aquellos arcos formados en sen- 
tido antihorario se consideran positivos, y en senti- 
do horario se les consideran negativos. 


En la figura, los puntos S y P son los extremos de 
los arcos yy B, respectivamente. 


y: €S uN arco positivo 
(sentido antihorario) 


B:es un arco negativo 
(sentido horario) 


Asi tenemos un arco dirigido QP en posicién nor- 
mal (figura 1). Del sector circular sombreado, se 
tiene que por la longitud del arco es Lap = ar. Para 
una CT (r = 1), se cumplira: Lap = @ (figura 2). 


Fig. Fig. 2 


Es importante trabajar los arcos en/posicién normal 
en la CT teniendo ‘en cuenta el extremo del arco, 
este extremo nos indicara el cuadrante al que per- 
tenece dicho arco. Asi, por ejemplo, en la figura 
OEIC yyelllC. 


En la figura (a), se tiene una recta numérica verti- 
cal donde el origen de la recta coincide con el punto 
A(1; 0) de la CT. Considerando a la CT como una 
secci6n de un carrete y la recta numérica como un 
hilo (espesor despreciable) entonces, en la figura 
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(b), la parte positiva de la recta se envuelve ensen- : Ejemplos: 
tido antihorario y la parte negativa en sentido horario. : 


Fig. (a) Fig. (b) 


Este procedimientostiene™por fin ilustrar al dector 
que a cada punto de la recta numérica-le corres- 
ponde un unico punto de la CT. 


Como ya se ha enunciado, es importante ubicar el 
extremo de un arco en la CT, ya sea para‘la ubica- 
cidn de su cuadrante.o para las definiciones que se 
veran mas adelante. Asfppor ejemplo el arco 1 en 
la CT se relaciona a un anguloven posicién normal 
1 rad Fig. (a), analogamente el arco»z_a x rad Fig. 
(b) y el arco —2 a —2 rad Fig. (c) 


Teorema 1: Vo €R, se cumple: 
—1 <sena <1 A —-1<cosa <1 


En efecto, si a es cualquier numero real, entonces 

su extremo en la CT podra ser cualquier punto de 

la CT./Los intervalos que contienen los valores del 
: geno y cosa, se ilustran en la fig. (a) y fig. (b), res- 

REPRESENTACIONES DE LAS RAZONES TRIGO- = pectivamente. 

NOMETRICAS EN LA CIRCUNFERENCIA UNITARIA ; y CT y 


f CT 
En esta parte, al referirnos a un arco, hacemos la 
suposicién de que este es un arco dirigido en la CT 
en posicién normal, es decir, su punto inicial es el 
origen de arcos A(1; 0). En las representaciones 
siguientes se han utilizado segmentos dirigidos. 


Definicién | 
El seno de un arco es la ordenada de su extremo.}_ : Fig. (a) 
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Sea la figura siguiente y consideremos que k € Z, : . 3n / 
planteamos el siguiente cuadro a manera de resumen. Se concluye que: sen(2kn + 5%) = —1fvkez 


. B o B’, el coseno tiene un valor de cero 


Ejemplos: 
cos(=) =0; cos( 3% ) =0; 
ops (“3 = 0; cos( 2") =0; 


—6n, —4n, 2x, 0.BK, Se concluye que: | cos(2k + 5 =0|; Vk EZ 
4m, 61, 829 0n : 


« A, el coseno tiene un valor igual a la unidad. 


aes ; Ejemplos: 
14m V5 cos0 = 1; cos2n=1;  cos4x =1 
wf. eZ cos(—6x) =1; cos 100x =1 


=, —3n,—5n,—/1,—9n, 


1, 3x, Sx, 7, OM, ... Se concluye que:| cos(2kx) = 1 |} vk EZ 


* «A, el coseno tiene un valor igual a —1 


Ejemplos: 
cosz = —1; cos3n = —1; cos9n = —1 
cos(—15z) = —1; cos45n = —-1 
Continuando en la figura, tenemos que si el extre- : Se concluye que: | cos(2kn + x) = —1}; vk EZ 
mo de un arco se ubica en el punto: : 
. AOA, el seno tiene un valor de cero. Definicion III 
Ejemplos: : | Latangente de un arco es la ordenada del pun- 
sen0 = Ossenz = 0; sen2x =0 : | to de interseecion entre la recta tangente que 
sen(—5n) = 0;.sen28n = 0 : | pasa por él origen, de arcos’y la prolongacién 
: | del radio ordiametroque pasa por el extremo 
Se concluye que:}sen(kx) =O]; vVkeEZ : I del arco! 
. B, el seno tiene un valor igual ala unidad. 
Ejemplos: 
T\ _ 4. 5r\ _ 4. 
sen(=) =1; sen() =i: 
sen( 3) =1; sen( 3) = 
2 
101n 
sen =1 
(") 


Se concluye que: sen(2kn + 3) =1hvkeZ 


. B’, el seno tiene un valor igual a —1 
Ejemplos: 
3n 7m 
sen =-1; sen =-1 
(2) (2) 


sen(—+) Sat: sen( 22) | 
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Definicion IV 
La cotangente de un arco es la abscisa del pun- 
to de interseccién entre la recta tangente que 


pasa por el origen de complementos y la pro- 
longacién del radio o diametro que pasa por el 
extremo del arco. 


Ejemplos: 


Ala recta “que es la tangente a la CT en B(0; 1) 


se le suele denominar eje de cotangentes. 


Teorema 2 
+ tana ER; vo ER - {(2n ¥ FI; nez 


* cota ER; Va €R — {nx};nez 


Definicion V 

La secante de un arco es la abscisa,del pun- 
to de interseccién entre la recta tangente que 
pasa por el extremo del arco y el eje x. 


Ejemplos: 


P y Q: puntos 
de tangencia 


D Fy G: puntos 
x de tangencia 


Definicion VI 

La cosecante de un arco es la ordenada del 
punto de interseccién entre la recta tangente 
que pasa por el extremo del arco y el eje y. 


Ejemplos: 


(S y R: puntos de tangencia) 


Teorema 3 
* seco <—1 ¥ Seta > va oR —{(2n +1) nex 


* esca <1 V csca= 1; Vo ER -{na}yneEZ 


SENOVERSO, COSENOVERSO Y EXSECANTE 
. El senoverso o verso de un arco 0 denotado 
por vers0, se define: 


vers6 = 1 — cosd|; vo eR 


° El cosenoverso 0 coverso de un arco 0 deno- 
tado por cové, se define: 


cov) =1 — send}, VoER 


. La exsecante o secante externa de un arco 0 
denotado por exsec®, se define: 


[exseod = se00 1} voc -{(2n+ 1}4}:nem 
0 <versé <2 

ii. O<covd <2 

ili. exsecO <—2 v exsecd =0 


Graficamente el verso de un arco es el seg- 
mento dirigido en el eje x que parte del punto 
cuya coordenada es el coseno de dicho arco 
hacia el origen de arcos. 


Ejemplos: y 


De la figura se cumple: y 

vers0 =)PA 

Ya que PA=A-—P Wea x 
= vers® =A —P cTy 

.. vers0 ="im=1cos8 


Graficamente.elcoverso de un arco es el seg- 
mento dirigido en el eje y que_parte;del punto 
cuya coordenada es el seno de dicho arco ha- 
cia el origen de complementos. 

Ejemplo: 

De la figura se cumple: 
cové = QB 

Ya que QB =B-Q 

= covd=B-Q 

.. covd = 1 —send 


y 
B 


Graficamente la exsecante de un arco es el 
segmento dirigido en el eje x que parte del ori- 
gen de arcos hacia el punto cuya coordenada 
es la secante de dicho arco. 


Ejemplo: 
De la figuray.P es punto de tangencia y se 
cumple: y 

exsecd = AR a 

Ya que: AR =R-A oe » 
= exsecd =R—-A a 

.. exsecd = secd —1 


-EJERCICIOS RESUELIOS | 


Decir si son falsos (F) o verdaderos (V) los si- 
guiente enunciados: 


|. Las funciones seno y coseno son negati- 
vas en el tercer cuadrante y crecientes en 
el cuarto cuadrante. 

ll. No existe funcién trigonométrica alguna 
de un angulo del segundo cuadrante que 
sea positivo y aumenta a medida que el 
angulo crece. 
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lll. Solo existe una funci6n que puede tomar 
el valor de 3,8 y ser positiva en el tercer 
cuadrante. 


Resolucion: 

Analizamos cada proposici6n: 

|. Esta proposicién es verdadera. Las fun- 
ciones seno y coseno son negativas en el 
II|CssEn,el IVC ambas funciones son cre- 
cientes. 

ll. Esta proposicién es falsa. Ya que la fun- 
cidn"secante es positiva y creciente en el 
segundo cuadrante. 

lll. Esta proposicién es falsa. Ya que las fun- 
ciones tangentes y cotangentes son positi- 
vas en el tercer cuadrante y cualesquiera 
de estas pueden tomar el valor de 3,8. 

*, VFF 


Cuando el angulo x aumenta de 90° a 180°, 
écual de las siguientes afirmaciones es cierta? 


a) El seno aumenta 

) El coseno aumenta 
c) Lacosecante aumenta 
d) La secante disminuye 

) La cotangente aumenta 


Resolucion: 


Si x varia de 90° a 180° estamos en el segun- 
do cuadrante, entonces: 


a) Elseno varia ded a0 
) Elcoseno varia de 0: a —1 
c) Lacosecante variade 1/a/+o0 
d) Lasecante varia de —oo a —1 
) La cotangente varia de 0 a —co 
Rota:. c 


En Ja circunferencia trigonométrica se pide 
indicar el valor de: OC + DB, en funcidn del 
angulo a. 


Resolucion: 


Como se trata de la CT, entonces OD = OA= 1 
OC =csca y DB = cota 
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OC + DB =csca + cota 


1 cosa 
sena sena 


— 1+cosa 
senoa 


éCual de los siguientes valores es el mayor? 


b) sen100° c) sen160° 
e) sen280° 


a) sen40° 
d) sen220° 


&Cual de los siguientes valores es el menor? 


a) cos20° b) cos100° c) cos160° 
d) cos260° €),cos320° 

En la CT hallar el area de la regi6n sombreada: 
a) sena S “ 

b) cosa 

c) 1/2sena 

d) 1/2cosa x 

e) 1 


En la citcunferencia trigonométrica mostrada: 
cos0 = 2/3. y OM = MB. Calcularel area de la 
region triangular OMP. 


Si: 1/2 <x <y <1, entonces: 
I. senx > seny 
Il. cosx < cosy 
Ill. senx< cosy 


Son verdaderas: 
a) Solo | 
d) lyll 


b) Solo II 
e) ly Il 


c) Solo Ill 


Hallar los valores de k, si: cos0 = oe 


c) [-3; 2] 


10. 


11. 


1m 


TS 


2a-3. 


Si: senx = ; hallar la suma de todos los 


valores enteros que pueden tomar a. 


a) 6 b) 7 c) 8 d) 9 e) 10 


Calcular AB, donde A y B representan los va- 
lores minimo y maximo de la expresi6n: 


P =5 — 3cosx 
a)-15 b)-6 |c)8 d)15. e)16 
Si-6 €INC’Y cosd = — S 
de k. 
a) (-5; 3) b) (0; 2/3) ) (-3; 2/3) 
d) (-2/3:0) —_e) (3; 2/3) 


Si a y 8 son arcos diferentes, calcular la dife- 
rencia entre los valores maximo y minimo de 
la expresion: 


Q = 2sec(2) sen*a + 2cos*0 


a) 2 b) 3 c) 4 d) 5 e) 6 
Indicar si es verdadero (V) o falso (F): 

I. sen2 <sen3 

Il. cos5 > cos6 


Ill. sec4tan6 > 0 


a) VVV 
d) VEF 


b) FFV 
e) FFF 


c) FVF 


Del grafico, calcularel area de la regidn som- 
breada,-si: BP = PQ = QB’ 


a) (1/3)sene B 
Siac (7 
c) (—1/3)seno 
d) (=1/3)cos0 2 / 
e) (-1/6)send St CT 
De la figura, calcular d. 
a) send 
+cos0 9 CT 
b) cos0 
1 +sen0 [3 
) _Sené 2 
1—cosé ae, 
cos 
@) 1+ send 
— send 
e} 1+cosé0 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


Calcular el valor de: 
e — senx —1 + {cosx+1 


{senx + 8 
para: x = 7/2 
a) 1/2 b) 1/3 c) 1/4 
d) 1/5 e) 1/6 
Si: : <x< oR, indicar la variacién.de: 
2senx + 3 
) [45 5] b) }455[ C)s [4, 5f 
d) 14,5] e) ]-4, 5] 
Enla CT hallar el area de laregidn sombreada: 
» 
a) sen 
b) cosa a 
c) (1/2)sena 
d) (1/2)cosa x 
e) 1 
Si: sena = 0,8; hallar MQ. 
y 
a) 3 
b) 4 
c) 5 
d) 0,8 
e) 0,6 
Si: 3 <x < s, indicar\ qué proposiciones 


son verdaderas: 


I. senx > cosx 
Il. sen?x > cos?x 
Ill. senx —cosx <0 


a) Solo | b) Solo Il 
d) ly lll e)lyll 
Simplificar la expresidn: 


= — {cosx—1+ {cosx+3 


dsenx + 1 


c) Solo Ill 


20. 


21. 


ay 26 


23. 


24. 


uy 
> 
< 
- 
Oo 
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para: x =0 

a) 1 b) {2/2 c) {2 

d) 2 e) 1/2 

Hallar los valores de k, si: sen6 = At 
ay[-1; 1] b) [-1; 2] c) [-1;3] 
d),[—2;.3] e) [-1; 4] 


Determine el intervalo de k, si se cumple la 
siguientesigualdad: 


2cosx—1_k+2_k-1 
3 2 3 
a) [-14; 6] b)[-13;-5] ec) [-12; 4] 
d) [4; 12] e) [5; 13] 
Si: cosx = 7 i calcular la suma de todos 


los valores enteros de a. 


a) -2 b) -1 
d) 1 e)2 


c) 0 


Si: 6 E IVC y send = a= ae cuantos valores 


enteros puede tomar a. 


a)3 b) 4 
d) 6 e)7 


c)5 


Si: 8 € II@ y cosé = = hallar.el intervalo 


de k. 
c) (-2; -3) 


IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS PARA UN MISMO ARCO 


Identidades trigonometricas _Identidades trigonomeétricas sen20 ne cos20 


reciprocas jor cociente : tand + cotd = 
; cos 8seno 
* senxcscx = 1 
: tand + cot@ = rane 
* cosxsecx = 1 : cos send 
* tanxcotx = 1 = tan® + cotd = secOcscé 
2 2 1 1 
F I eet . sec8 + 0 = 
Identidades Identidades trigonométricas BY eae cos20 Z sen?0 
pitagoricas auxiliares 
: 2 sen*0 + cos“0 
+ sen’x + cos’x = 1 sen’x + cos‘x = 1 = 2sen*xcos”x : sec’0,.4¢Se°0 = >.> 
+ 1+tan?x = see’x sen®xt,cos°x = 1/= 3sen?xcos"x : cos*Osen"@ 
* 1 +cot?x = csc’x tanx + cotx = secx cscx sec20 + csc20 = u 
sec’xaesc"x = sec’xcsc"x cos*0sen70 


2 
(1 £Senx £COSxX)%=2(1 +senx)(1 +cosx) = sec’6 + csc20 = sec20csc20 


* (14+ sen@ + cos6)? 
= 1? +(send)*+ (cos0)?+ 2send + 2cosé + 2sendcosd 
=1 +sen’0 +cos"6 + 2send + 2cos0 + 2sendcosd 


| . 
Despejando: be 2 + 2send + 2cos0 + 2sendcos0d 
=, | sen = (‘+.cos0)(1 ~cos0)}! = 2(1 + sen®) + 2cos0(1 + send) 


= (1 + sené)(2 + 2cos0) 
= 2(1 + send)(1 + cos0) 
(1 + send + cosd)* = 2(1 + send)(1 + cos) 


Asimismo: 


: = |¢0s°0 =(1 +sen@)(1 — send) 


PROBLEMAS PARA DEMOSTRAR 

Demostrar una identidad consiste en que ambos 
miembros de la igualdad propuesta sean equiva- 
lentes, para lograr dicho objetivo se siguen los si- 
guientes pasos: 


sen*@, + cos*@ = 1 — 2sen*0cos°6 
sen°@ + cos®6 = 1 — 3sen*@cos*6 
tan0’+ cot0.= secOcsc8 \ f ; 
sec’) + CoCo Eee ren 1. Se escoge el miembro mas complicado. 
send + cos0) = 2(1 + send)(4 + cos0) 2. Se lleva asenos y cosenos (por logeneral). 
: 3. Se utilizan las identidades fundamentales y 
las diferentes operaciones algebraicas. 


Demostraciones : 
* — sen*0 + cos*0 = 1 __Ejemplos: 
Al cuadrado: (sen6 + cos*6)* = 12 : 4. Demostrar: secx(1 — sen®x) — csex = cotx 
sen*6 + cos*@ + 2sen*@cos*6 = 1 


4 4 2 2 Resolucion: 
sen’@ + cos’0 = 1 — 2sen*0cos‘0 fase . 
} Se escoge al 1.°° miembro: 
*  sen*@ +.cos*0 = 1 secx(1 — sen®x)cscx 
Al cubo: (sen*6 + cos*@)? = 1% Se lleva a senos y cosenos: 
sen°9 + cos*@ + 3(sen*6cos*6)(sen*6 +.cos’8)=1 1 cats 1 
1 
1 : cos xX senx 


1 


6 6 2 2n — 
sen’6 + cos’6 + 3sen‘6cos‘0 = 1 Se efecttia: cosx si 


sen*6 + cos*@ = 1 — 3sen6cos*0 


= cotx = cotx 


send , cosd 2. Demostrar: 
cos@ ' send [secx + tanx — 1][1 + secx — tanx] = 2tanx 


. tand + cotd = 
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Resolucion: 

Se escoge el 1.°° miembro: 
[secx + tanx — 1][secx — tanx + 1] 
[secx + (tanx — 1)][secx — (tanx — 1)] 
(secx)* — (tanx — 1)? = 

(1 + tan?x) — (tan?x — 2tanx — 1) 

1 + tan?x=stan?x + 2tanx —1 

2tanx = 2tanx 


PROBLEMAS PARA SIMPLIFICAR Y REDUCIR 
Ejemplos: 
1. Reducir: K = sen*X”2!cos*x + 2cos?x 
Resolucion: 
Por diferencia de cuadrados: 
K = (sen*x+ cos2x)(sen2x — cos*x) -# 2cos?x 
K = sen*x — Gos°x + 2cos?x 
K = sen*x +cos*x S)K.= 1 


1+cosx __senx 


2.  Simplificar: E = 
senx ji cosx 


Resolucion: 
1 — cos°x 
, oer. ~#=«2«~N 
E= (1 + cos x)(1 — cosx) — (senx)(senx) 
senx(1 —cosx) 


__sen*x — sen?x 2 0 
senx(1 — cosx) senx(1 — cos x) 
=E=0 
PROBLEMAS CONDICIONALES 


Dada una 0 varias condiciones se pide hallar una 
relacién en términos de dicha o dichas condiciones. 


Ejemplo: 
Si: senx + cosx = t hallar: senxcosx 


Resolucion: 


2 
Del dato al cuadrado: (senx + cosx)? = (3) 


sen°x + cos*x + 2senxcosx = , 
3 a8 
2senxcosx = =a = S@ENXCOSX = =a 


PROBLEMAS PARA ELIMINAR ANGULOS 

La idea central es eliminar todas las expresiones 
algebraicas y que al final quede relaciones inde- 
pendientes de la variable. 


Ejemplo: 
Eliminar x, a partir de: senx =a A cosx =b 
Resolucion: 
De senx =a = sen*x =a? 
cosx = b = cos°x = b? 
Sumamos: sen2x + cos2x = a? + b? 
1 = ae teb” 


|} EJERCICIOS RESUELTOS 


1. Si cosx + senxtanx = 1,2; ¢cuanto vale secx? 


Resolucion: 


cosx + senx( —, =1, 
COS X 
sen?x cos®x + sen2x 
COsx + =12-———eem"vrN "_ = 1,2 
COS X COS X 


1 


=1,2 = secx = 1,2 
cos xX 


2./ ~Qué funcidn trigonométrica debera es- 


cribirse en vez de M para que la ecuacién 
tana + cota = Mseca se transforme en una 
identidad? 
Resolucion: 
tana + cota = Msecoa 

cosa M( 1 
sena cosa 


sena | 
cosa - 


sen? #cos*a  M 
cosa. 


senacosa 
L M M = csca 
senacosa cosa 


3. Hallar las expresi6n equivalente de: 


SECX — COSX 
cscx — senx 
Resolucion: 
Sea: F — Secx = cosx 
csc x — senx 
2 
1 poe 1 —cos*x 
F = COSx COS X 
2 
1 _egenx 1-sen?x 
senx senx 
sen°x 
3 
es pose _ sues => F = tan®x 
cos*x cos”x 
senx 


Simplificar la expresidén: 
E =(tanx + tany)(1 — cotxcoty) + 
(cotx + coty)(1 — tanxtany) 
Resolucion: 
E = (tanx + tany)(1 — cotxcoty) + (cotx + coty)(1 — tanxtany) 
A B 


Efectuamos la expresi6n A: 
A = tanX=tetamy —,coty — cotx 


Efectuamos la expresion B: 
B =cotx + coty — tany — tanx 


Como:E=A+B=>E=0 


Hallar el valor numérico de la siguiente expre- 
sién: 
tan®x + cot?x 
sec®x + cot?x — 2 


sabiendo que: 4tanx = 3 


Resolucion: 
Dato: tanx = 3/4 


Como: sec®x = 1 + tan?x, entonces: 
E_ _ tan®x,+ cot®x 
tan?x + cot?x — 1 


(tanx + cotx)(tan?x — tanxcotx + cot®x) 


(tan?x + cot®x — 1) 


4,3 We 
E = tanx #cotx = -~-+~= = 
3 4 Wi2 
Simplificar: cosxcotx — senxtanx 
CSCX — SECX 
Resolucion 
Sea: F = cos xcotx — senxtanx 
CSC X — SECX 


cosx( 22S) = senx(20%) 
—_ senx COSX 


1 1 


senx  COSXxX 


cos*x _ sen®x cos*x — sen?x 


— _senx COS X senx COS X 
Cos X — Senx cos X — senx 
senx COS X senx COS X 


_ cos*x — sen?x 
COS X — Senx 


(cos x — senx)(cos*x + cos xsenx + sen®x) 
cos x — senx 
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F = cos°x + senxcosx + sen?x 
.. F = 1+ senxcosx 


Simplificar: 
A= 16(sen®x + cos®x) — 24(sen*x + cos*x) + 
10(sen?x + cos?x) 


a) 0 b) 1 c) -1 

d) -2 e) 2 

Si: tanx + tan®x = 1, calcular: S = cotx — tanx 
a) 0 b) 1 c) 2 

d) 3 e) 4 

Reducir: 


2 


U = (1 + sen®x)? + 2(1 + sen®x)(1 + cos?x) + 
(1 + cos®x)? 


a) 0 b) 4 c) 3 
d)9 e) 27 
4 = 4 _ 2 

Simplificar: R = socal gent) 2tan?a 

esc*a(1 —cos*a) — 2cot?a 
a) 1 b) 2 c) 4 
d) 9/2 e) 5 
Reducir:¥ = —SOS* _, _COsx sec x 

14+senx 1—senx 

a) senx b) cosx Cc), secx 
d) csex e) tanx 
Simplificar: 


_ tan®x+cot?x-—2  tan?x + cot?x +1 
tanx + cotx — 2 tanx + cotx + 1 


a) A b) 2 c) 3 
d) 4 e) 5 
5 


Si: senx — cosx = — 


calcular: A = 5senxcosx — 1 


a) 0 b) 1 c) 3 
d) 5 e) 1/5 
Calcular a + b, de: 

1 ; 1 F b 
T+send’csco-1°" pee 
a) 1 b) 2 c) 3 


d) 4 e) 5 
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11. 


| BANCO DE FEROS: AS$>Y>_xw4>y}49%¥4o«_o"llcllyHHS ae 


Calcular el valor de: 
u = | Sen*x —cos*x — 1 
sen*x — cos*x +1 
b) -1 
e) 2 


tan?x 


c) 0 


Si: sen®x + cos®x — 1 3 


se@c>x.+.c¢sc>x 16 


calcular: senxcosx 


a) +2 b) +1/2 
d) +4 e) +1/8 


c) +1/4 


senx — sen®x =m 
cosx — cos®x =n 


a) m? +n? =3/mn b) m? — n?= Ymn 
c) m? +n? = 3fmn® d) m? + n@ = mn? 


e) m? — n* = men? 


Eliminar x, si: 


. Indicar verdadero (V) o falso (F) segtin corres- 


ponda: 


1. sen70° > sent70° 
Il. cos100° > cos200° 
Ill. sen60° = cos300° 
IV. sen250° > cos250° 


a) VVVF 
d) FVVF 


b) VEVF 
e) FVFV 


¢) VVFF 


. Indicar verdadero (V) o falso (F) segun corres- 


ponda: 

|. sent >cos1 
Il. cos6 >cos5 
lll. sen3 > sen2 


a) VVV 
d) FVE 


b) VEV 
e) FFV 


c) VVF 


. Si:senx = 3m —1, determine el intervalo de m. 


a) [-1; 1] 
d) [-1; 2/3] 


b) [-2/3; 2/3] 
e) [-1; 0] 


c) [0; 2/3] 


15. 


16. 


17. 


18, 


19. 


20. 


uy 
> 
< 
a 
O 


Determine el intervalo de k, si: 2cosx = 5k + 1 
1.4 2.1 _1.3 

ales] oes] 9 [ga 
3.1 3 

d)|-2 3] ©) [0 5) 

Del grafico mostrado, calcular el area de la re- 

gidn sombreada: 


a) (1/2)send 
) (1/4)sen0 
) (3/2)send 
) (8/4)send 


e) (5/4)send 


b 
Cc 
d 


a eS 


Reducir: 
J = (1 —cos?x)(1 + cot?x) + 
(1 — sen®x)(1 + tan?x) 


a) 0 b) —2 c) 2 


d) 1 e) - 
Hallar n, en: tan20 — sen?0 = ntan?0 


a) 1 
d) send 


b) sen6 c) cos*6 


e) cosd 


Del grafico mostrado, calcular el minimo valor 
de AC. 


aja 

b) 2a 
c) 3a 
d) 4a 
e) 5a 


Eliminar 6, si: sen@ + cos0 =n 

sen30 + cos30 =m 
b) 3m = 2n + m® 
d) n° — 2m = 3mn 


a) 3n = 2m + n° 
c)m+n=mn 
e)/38mn =n? + m? 


ARCOS COMPUESTOS 


PARA LA SUMA DE DOS ARCOS 


sen(a + 8) = senacosB + cosasenp 
cos(a +f) = cosacosp — senasenp 


tan(a+B) = tana + tanp 

1 —tanatanp 
_ cotacotp —1 
Cota + cots 


cot(a.+ B) 


Ejemplos: 
1. Calcular: sen67° 
sen67° =sen(30° + 37°) 
= sen30°cos37° + cos30°sen 37° 


2. Calcular: cos75° 
cos75° =cos(30° + 45°) 
= cos30°cos45° — sen30°sen45° 


_ 13 er 12 
—re 
cose = 18-12 


sen(a — 8B) = senacosB — cosasenp 
cos(a —f) = cosacosB + senasenp 
tana. — tanp 

1 + tanatanp 

cota cotB + 1 

cota — tan 


tan(a —B) = 


cot(a —f) = 


Ejemplos: 
1. Calcule: cos7° 
cos7° =cos(60° — 53°) 
= cos60°cos53° + sen60°sen53° 


cos7° = 1,3, 84 _ 34 448 
2. Calcular: tan16° 
tan16° =:tan(53° — 37°) 
tan16° = os ne 
28 
tan16° = = as os = tani6° = = 
3° 4 ~=«#1 


B)sen(o& —B)= sen*& -sen’p 


sen(a 
cos(a 


cos*a — sen*B 


B)cos(a —B) 
sen(a +8) 
cosacosp 
tana + tanB + tan(a+f)tanatanB = tan(a +B) 


tana Stanp = 


Siendo a y b numeros reales, x variable real, 
se cumple: 


asenx + bcosx = {a* + b* sen(x + 6) 


ie) 
Donde: send = 
da? +b? 
cos8 = a 
: a’ +b" 
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Ejemplos: 
* — senx + 43 cosx = 2sen(x + 60°) 
senx — cosx = {2 sen(x — 45°) 


* 


Siendo f(x) = asenx + bcosx; x € IR se cumple: 


—da? +b? < f(x) < ta? +b? 
Ejemplos: 
+  —2< {3senx + cosx <2 


- — 5 <2senx —cosx < {5 
«+ —/13 <8senx + 2cosx < /13 


* SiA+B+4C =n, se cumple: 
tanA +tanB + tanC = tanAtanBtanC 
cotAcotB + cotAcotC + cotBcotC = 1 


* SiA+B+4C =7/2, se cumple: 
cotA + cotB.+ cotC = cotAcotBeotC 
tanAtanB + tanBtanC + tanAtanC = 1 


En forma general, si A+B + C =k (keZ) o 


A+B+C=(2k+4 vr (k €Z) las relaciones del 


teorema anterior siguen siendo validas. 


: EJERCICIOS RESUELTOS 


1. Si:a—b= 7/3; calcular: 


P = (cosa + Cosb)* + (sena + senb)* 


Resolucion: 
P = (cosa + cosb)* + (sena + senb)? 
P = cos’a + 2cosacosb + cos*b + sen?a + 
2senasenb + sen*b 
P = 2 + 2(cosacosb + senasenb) 
P = 2 + 2cos(a — b) 
Dato:a-—b=7/3 
P =2 + 2cos(Z) =2 + 2(5) =3 
2. siiat+b+c=7/2, hallar el valor de: 
tanatanb + tanatanc + tanbtanc 


Resolucion: 
Siia+b+c=7/2 

4 TM 1 Tm 
a+b 5 c = tan(a + b) tan(, Cc) 


tana+tanb _ (oo = _1 
1 — tanatanb tanc 


(tana + tanb)tanc = 1 — tanatanb 
tanatanc + tanbtanc + tanatanb = 1 


Simplificar: 
E =cos(180° — x) sen(90° + y) + 

sen(180°— x) cos(90° + y) 
Resolucion: 
cos(180° — x) = —cosx; sen(180° — x) = senx 
sen(90° + y) = cosy; cos(90° + y) = —seny 
Reemplazando: 
E'= —cosxcosy + senx(—seny) 


E = —(cosxcoy + senxseny) 
E = —cos(x — y) 


Sia +b = 45° y a — b = 60°, hallar el valor 
numérico de: sen?a — sen*b 

Resolucion: 

Dato:a +b = 45° ya—b=60° 

sen’a — sen*b = sen(a + b)sen(a — b) 


- ° 0 = 1213 _ 16 
= sen45°sen60 5 aaa 


Calcular el valor natural muy aproximado del 
sen23°. 


Resolucion: 
sen23° = sen(60° — 37°) 
sen23° = sen60°cos37° — cos60°sen37° 


oven 2) 88 


i) 


Si: tan(x + y) = 33 A tany =3 

encontrar el valor de tanx. 

Resolucion: 

tan(x + y) = 33 

tanx + tany 

1 — tanxtany 
tanx + 3 
1 -— 3tanx 

= tanx + 3 = 33 — 99tanx 
tanx + 99 tanx = 33 — 3 

= 100tanx = 30 = tanx = 0,3 


= 33, dato: tany = 3 


= 33 


Si: a + b = 225°, calcular el valor de: 
cotacotb 
(1 + cota)(1 + cotb) 


Resolucion: 


cot(a + b) = cot225° = sotacoib = 1 _ 4 
cota + cotb 
cotacotb—1 =cota+cotb _ ...(1) 
= cotacotb 
1 + cota + cotb + cotacotb 
De (1):R cotacotb 


= + cotacotb — 1 + cotacotb 
_ cotacotb _ 1 


~ 2eotacotb, 2 


tang, ——! _ 
Cot( — 0) 
tand 


Zz cot( — 0) 


Simplificar:; P = 


Resolucion: 
La expresi6n P.es equivalente a la siguiente: 
— tan® +tan(> — 0) 
1 —tanétan( — 0) 
Esta expresion es el desarrollo de la tangente 
de una suma de dos angulos, es decir: 
P= tan[@ + (6 6)] = tand 


a) 9/19 </ 
b) 1/10 

c) 21 3 
d) 1/21 4 
e) 9/10 3 2 


Si: ABDE es un cuadrado, ademas: BC = 3; 
CD = 2; AF = 1, calcule: tand 


a) -3/7 cD 
b) -7/3 <e 
) 3/7 


Calcular el valor de: N =sen10° + tan40°cos10° 


b) 2sen20° c) 1 
e) 2 


a) sen20° 
d) tan10° 


Calcular: tanx, si: 
sen4xcos5x + cosx = sen5xcos4x 


ile 


12. 


. Calcular el valor de: S = 
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a) -1 b) 1 
d) 2 e) 3 


c) -2 


Si se cumple: 2sen(x + y) = 3sen(x — y) 
calcular: tanxcoty 


a) 1/5 b) 5 
d) -1/5 e) 1 


c) -5 


Si: tan(2a —B) =3 A tan(2B — a) = -2 
calcular: tan(a + B) 


a) 1 b) 1 c) 1/7 
d) -1/7 e) -7 

Calcule: 

R = tan36° + tan24° + {3 tan36°tan24° 
a) 1 b) 13 c) {3/2 
d)/tan12° e) 243 


Calcular: S = (1 + tan35°)(1 + tan10°) 


b) 2 
e)3 


c) -1 
d) -2 


Calcule el maximo valor de: 
E=3 + 2senx + {5cosx 


a) 0 b)3 c)5 
d) 6 e) 12 
sen , 
. Reducir: A = (<4) agg gy) 
cos(X — y)— Cos(K + y) 
a) tanx b) coty ¢c) tany 
d) cotx e) 1 
4 {2sen(45 +x)—cosx 
Simplificar: A = 
{3senx + 2cos(60 +x) 
a)/senx b) cosx c) tanx 
d) 46 senx e) {6 cosx 


Reducir: E = Sen48°cos 12° + sen12°cos 48° 
sen33° cos 3° — sen3°cos 33° 

a) 1/2 b) 1 

d) 2 e) {3 


c) 13/2 


tan32 +tan13 
1 —tan32 tan13 


c) 1,5 
e) 2,5 
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14. 


15. 


16. 


17. 
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Reducir: : 18. Reducir: M = {3 cos20° + sen20° 


R =cos(21° + x)cos(16° — x) — 
( ea ‘ 6 a) sen80° b) cos80° c) 2sen80° 
Sanfet = 2eenta d) 2cos80° e) 2sen40° 


a) 0 b) 4/5 c) 3/5 : : 
d) senx e) sen(37° + x) 19. Calcule el menor valor de x (agudo) en: 
$ )cos(  )- sen( 5 )eos(S) = 
Reducir: P = 
(@) l L cos35 cos15 —sen35 sen15 
a) tana 
a) 20° ) 30° c) 40° 
apseny a) 25° e) 70° 
Stee - 20. Caloular el valor de m, si: 
; 2 mtan50° = tan70° — tan20° 
) 1/2 b) 1 c) 3/2 
Del grafi e) -1 
a) 1 0 
b) 13/15 Wl 
c) 7/17 a 
d) 17/7 = 
0 


e) -1 


REDUCCION AL PRIMER CUADRANTE 


Una funci6n trigonométrica de un numero real cual- 
quiera puede expresarse como funcién de un nu- 
mero real del primer cuadrante. Esto puede mos- 
trarse a partir de ciertas formulas de reduccién que 
se deducen a partir de las identidades de arcos 
compuestos dando valores particulares. 


Recordemos que: 
cos(a + 8) = cosacosf — senasenp 


Si sustituimos'@por'n/2/obtenemos: 
uy = ae ug a 
cos(F + B) = cos(=)cosp sen(=)senb 


y como: cos(=) =Oy sen(=) = 


cos(s + B) = —senp 


Ahora si en dicha relacién reemplazamos f por 


Tl 
= — 0, tenemos: 
2 


n,n = Th 
cos(5 EG 0) sen( 5 0) 
cos(z — 0) = —cos0 
REGLAS PRACTICAS, DE REDUCCION AL PRIMER 
CUADRANTE 
Para razones trigonométricas cuyos angulos sean 


de la forma: 90° +a, 270° +a, 180° +a, 360° +a 


RNS + 0 )=#CORT() 


270 +a 


Rupee ee, = 4RT(a) 
360° +a 


Para determinar el signo (+) o (—) del segundo 
miembro se asume que a sea agudo (asi el va- 


lor que tenga no lo sea), con el fin de determinar : 


el cuadrante del angulo del primer miembro y asi 
establecer el signo que le corresponde a la razon 
trigonométrica de dicho angulo. 


y 90° 


Ejemplos: 
* — sen(270° — a) = —cosa 
tala gea: 7, 
ElllC 


* .ysec(180° + a) = —seca 


ElllC 
* —cot(270° + a) = —tana 
ee ey 
e€lVC 
tan(180° + 60°) = +tan60° 
acces aed 
tan240° = rae 
7 tan(270° — 30°) = +cot30° 
ey 
ElllC 
cos(270° + 40°) = +sen40° 
aa Us 
* _cos310° = ae 


cos(3602 — 50°) = +cos50° 
wl es 
ElVE 


Para razones trigonométricas cuyo angulo es 
de la forma: 360°n +a0;neEZ 


Se tiene:| RT(360°n +a) = RT(a);n eZ 


Ejemplos: 
* .c0s1172° = cos(360° x 3 + 92°) = cos92° 
= co0s(90° + 2°) = —sen2° 
* — tan755° = tan(360° x 2 + 35°) = tan35° 
* — esc(—1390°) = csc(—1440° + 50°) 
= csc[360 x (—4) + 50°] 
= csc50° 


* sec39 605° = sec(360° x 110 + 5°) 
= secd° 


Para razones trigonométricas de angulos negativos 


Recordemos que: 
cos(fB — a) = cosBcosa + senBsena 


Sip = 0, tenemos: 
cos(—a) = cosOcosa + sen0sena 


Como cos0 = 1 y send = 0 


Entonces:) cos(—a) = cosa 
Asimismo: |sen(—a) = —sena 


Por identidades fundamentales tenemos: 
sen(—a) __ sena 
cos(—a) cosa 


tan(—a) = 
Se concluye:] tan(—a) = —tana 


Analogamente se obtienen: 


cot(—a) = =cota 
sec(—a.) = seca 


csc(—a) = —¢sca 


Ejemplos: 


* — sen(—130°)===sen130° = —sen(180° — 50°) 


Sille 
= —(+sen50°) = —sen50° 


* — tan(—762°) tan762° = —tan(360° x 2 + 42°) 


= —tan42° 


* — sec(@ — 270°) = sec[—(270° —6)] 
= Sec(270° — 0] = —cscd 


Propiedades: 
1. Si:a +f = 180° 
Se cumple: 
sena = senp 


cosa = —cosB 
tana = —tanp 


Demostracion: 
De la condicién tenemos: a = 180° — f 
= cosa = cos(180° — 8) = —cosB 
ee ES 
Ellc 
.. COSA = —Cosp 
Analogo para las restantes. 
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Ejemplos: 

* sen140° = sen40° 
* cos170° = —cos10° 
*  tan135° = —tan45° 


. cos( 5) =— cos() 


3 3 
Ml sec(4%) = J sec() 
5 5 
Si: a +B"= 360° 
Se cumple: 


sena = —senp 


cosa = cosB 
tana = —tanp 


Ejemplos: 
* sen320° = —sen40° 
* cos345° = cos15° 


. cos) &: cos(7) 


4 4 
. tan( 22) =- tan(Z) 
. cot( 52) =- cot(Z) 


*  csc(x + 290°) csc(70° —x) 


EJERCICIOS RESUELTOS 


sen(5) +tan2x — {2 


Hallar la expresi6n: Fx= 


1 + cos3x 
cuando x = 210° 
Resolucion: 
Para: x = 210° 
Fe seni0s + tan420 —{2 
1 + cos 630 
* sen105° = sen75° = +e 


*  tan420° = tan(360° + 60°) = tan60° = {3 
* cos630° = cos(7 x 90°) = 0 


-F=8+2, 2g B= +418 342 


Encontrar el valor de la siguiente expresi6n: 
__ sen150° tan 225° cos(— 210°) 
sen(— 120°)cos(— 315°)tan 300° 
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Resolucion: 

* sen150° = sen30° = 1/2 

* tan225° = tan(180° + 45°) = tan45° = 1 

* cos(—210°) = cos210° = cos(180° + 30°) 
= —co0s30° = — {3/2 


+ sen(—120°) = —sen120° = —sen60° = — {3/2 


* cos(—315°) = cos315° = cos(360° —45°) 
= c0s45° = {2/2 


*  tan300°= tan(360°= 60°) = —tan60° = —¥3 


Reemplazamos: 


(y@(-8) Ee 16 


# 5 

Bare ® 

2 /\\2 

Calcular el valor de la siguiente expresion: 

F = sen670 xcos310 %sec250 x sen200 
seni30 xcos50 x'cos180 


Resolucion: 
sen670° = sen(720° — 50°) = —sen50° 
cos310°%= cos(360° —50°) = cos50° 
sec250° = sec(270° — 20°) = —csc20° 
sen200° = sen(180° + 20°), = —sen20° 
sen130° = sen50° 
cos180° = —1 
Reemplazando: 

(=sen50.)(cos50 )(—ese20 )(— sen20 ) 


(sen50")(Cos 50 )(— 1) 
Simplificando: F = 1 


Si sen16° = 7/25, calcular: tan2954° 


Resolucion: 
tan2954° = tan(360° x 8 + 74°) = tan74° = cot16° 
= tan2954° = cot16° = 24/7 


Si: tanx + coty = 2; x + y =17, hallar: cotx 
Resolucion: 


Como:x +y=n >y=n-xX 
= coty = —cotx 


Reemplazando: 


tanx — cotx =2 = 1 cotx =2 
cotx 


1 —cot®x = 2cotx = cot’x + 2cotx — 1 =0 


—~2+2{2 
2 


cotx = cotx =-1+ 1/2 


Ee ne 
tan(n + x)oos($E - x) 
Reducir: A = a tase 
Tl 
cot( - x)sen(360 —x) 
a)4 b) 0 c) -1 
d) 1/2 e) -1/2 
Calcular: Ev=3cse150° + tan225° — sec300° 
a) 1 b) 2 c) 3 
d)4 e)5 
Simplificar: 
A =sen170°csc190° + 6sen150° — 2cos180° 
a) 1 b) 2 c) 3 
d)4 e)5 
Si: x + y = 180°, calcular: 
X 
A= — rn ma) 
cot( 2) 
a) 2 b) 3 c) -1 
d) —2 e)0 
Calcular: As= 5tani1485 + 4cos2100 
cos120 
a) -14 b)A4 c) -12 
d) 12 e) —10 
Reducir la expresidén: 
2sen(6z + x) + 3cos( St - x) 
i z 
sen(4n — x) 
a) 0 b) 1 c) -1 
d) 2 e) -2 
31 
ae cos( $F +x) tan(2n + x) 
Simplificar: A = 
sen(—x) tan(—x) 
a) 1 b) 2 c) -1 
d) -2 e)0 
; cos(20x +x) tan(41x—x) 
Reducir: A = 


cos(—x) cot( 3 — x) 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


a) -1 
d) 1 


Calcular: 
A = 4cos(—120°) 


8cot(—315°) + 4sec(—300°) 


a) 1 b)2 c)3 
d) -3 e) -2 
Dado un»tridngulo ABC, calcular: 
_ sen(A+B) (2tan(B+C) 
senC tanA 
a) 1 b) 2 c) 3 
d) -1 e) —2 


Si: x + y = 2z, calcular: 


A=senx 4 tan(5) + seny + tan(3) 


a) senx b) 2senx c) —tan (5) 
X 

d) ~atan() e) 0 

Calcular: 


A= 2tan| Dae sen( 5 + x)sec(n =X) + Ssen(3) 


a) 1 b) 2 c)3 
d)4 e)5 
Simplificar: 

_ 2sen(i00 +x) 3tan(240; — x) 

sen(80 >x)..tan(120 + x) 

a) 1 b) 2 c) 3 
d) 4 e) 5 
Calcular: 


A= atan43(437) — 2cos147n + 6sen(61 @) 


a) 1 b) 2 c) 3 
d) 4 e)5 
Sia +B son suplementarios, reducir: 
sen(a + 2p)tan(a + r) 
Pies 2 
Q 
sen(2a + B)cot(p + a) 
a) 1 b) -1 c) —tana 
d) —tanp e) —cosa 


Indicar si es verdadero (V) o falso (F) 


I. 


Fe) 


20. 


2g 


Zen 
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I. sec(90° + x) = cscx 
Il. cot(270° — x) = tanx 
Ill. csc (270° + x) = secx 


a) FFF b) FFV 
d) FVF e) FVV 


c) VVF 


Indicar si es verdadero (V) o falso (F): 
I.) tan(?#809, + x) = —tanx 
Il. cos(860° — x) = —cosx 
lll. sen(360° —x) = —senx 


a) FFF b) VFV c) FFV 
d) FVV e) VVE 
. Simplificar: 
AS sen(180° + x) % tan(90° + x) 
cos(270°—x) cot(180° — x) 
a) 1 b) -1 c) 1/2 
d) -1/2 e)0 


sen(180° — x)sec(90° — x) 


Simplificar: A = 

r cot(270° + x) 
a) tanx b) —cotx c) cotx 
d) —tanx e) —cot?x 
Calcular: 
A = 2sen330° — 4sec240° — 2tan135° 
a) 13 b) 12 c) 11 
d) 10 e)9 


Dado un triangulo ABC, simplificar: 


2cos(A +B 
pps SOO) aepeia ee eie) 


cosC 
a) A b) 1 c)2 
d) 42 e) 5 
Reducir: 

— cos() + cos(3%) + cos/ 2") + cos/ 19" 
A= cos( 75) + c08( 57) + c0s( +7) + cos( a 
a) 1 b) -1 c) 1/2 
d) -1/2 e) 0 

. Reducir: 


A=cos1° + cos2° + cos3° +... 

+cos178° + cos179° + cos180° 
b) 2 
e) -1 


c) 1/2 
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24. Reducir: 
_ (a+ 1)cos540 —(a— 1)sen630 
~ (b= 1)cos1260 +(b + 1)sen450 


GLAVES 
arwons> 
»TA20 
SOP OND 
ao00c 


a) 1 b) -1 c)a 


‘Editorial 
Aa 


Wi 


IDENTIDADES DE ARCOS MULTIPLES 


Las identidades de arcos compuestos han sido de- : | 2tan4 __ n° 
mostradas para todo numero real. A partirde estas: 4 + tan24 ee 
identidades podemos deducir otras, en especial, : 5 
podemos obtener las identidades que expresan : . oog{2° = I= tan’6 


sen, cos y tan de 2c, a/2 0 3a en términos de sen, : 1 +tan*6 


cos y tan de a. 
Y “ a * cot20° + tan20° = 2csc40° 
Puesto que estas son validas para todo a y B, ha- ea 3 
H = . Tl Tl 
ciendo a = obtenemos: : sen‘(2) a cos*(3) a 7008() =o 


4° 4° \3 
IDENTIDADES DEL ARCO DOBLE Pd COLL... 
sen2a = 2senacosa : 
cos2a =1¢0s*a, 2)sen7a 1+ tan20 
cos2a = 1 — 2sen*a 2tand 
cos2a = 2cos*a — 1 A CI 
1 —tan20 F 


2tana 
4,— tan?o. 


tan2a = 


También podemos establecer lo siguiente: 


Identidades auxiliares Col. cos20 = 1—2sen2a 


2sen*a = 1 — cos2a Hacemos: 20 =a, tenemos: 
2 i, H 
2COS“o="Iy-t.cos2a 60s = 4 = 2sen*(X) 
_  2tano@ : 2 

sen2a = ——— F 2/0 
1+ tan?o : = 2sen iy = 1 —cosa 
1 —tan?o, To 

cos2a, = ———— a)_, {/l1—cosa 
1+ tan?o ~ =o) - 2 

cotm,+ tana = 2csc2a 

cota —tana = 2cot2a : IDENTIDADES DEL ARCO MITAD 


3 


sen‘a +cos*a = al teosd4a. 


4 : . sen(£) Soy fi —28 


sen® + cos°a = cos4a 


¢ cos (&) = [i+ cosa 

es 
Ejemplos: : Z 
jemplos A tan(£) = f —- 
: Qa 


* sen42° = 2sen21°cos21° 
* cos48° = cos24°— sen?24° : 
2tan7 : El signo del segundo miembro se elige segtn el 
1 —tan27 : cuadrante del arco a/2 y de la razon trigonométrica 
2 2 que lo afecta. 
* cos*46 — sen*40 = cos80 


: 8 9) 
2sen(5)cos(5) send 


F 2sen*(*) =1 —cos(3) | . sen(S35 1 = cos 318 _ = 


* tani4° = 


Ejemplos: 
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so 18 = 5B 


* tan4° = tan($) 


1,— cos 8 
tan4° = j-— 208 = 
1+cos8 


tan4° = 5{2 —7 


Identidades auxiliares 


a 
role rele 


csca,— cota 


» 

2 U6 
mle re 
Seal a 


csca + cota 


Ejemplos: 

*  tan4° = esc8° — cot8° =5 {2 —7 

* cot15® = csc30° + cot30° =2 + {3 

*  tan(3n/8) = csc(3n/4) — cot(3n/4) = {2 +41 


IDENTIDADES, DEL ARCO TRIPLE 


sen3a =8sena — 4sen%a 
cos3a = 4cos*°a — 3cosa 


3tana — tan®a 
1 — 3tan?a 


tan3a = 


Ejemplos: 

* sen48° = 3sen16° — 4sen*16° 
* cos24° = 4cos*8° — 3cos8° 
3tan37_ —tan°37 


tani11° = 
1 — 3tan?37 


. sena. = 3sen(2) 4sen(=) 


* cos2a = 4cos*( £2) = scos (=) 
3 3 


3tan 4x — tan?4x 


*  tan12x = 5 
1 —3tan“4x 


: Triangulos rectangulos de 18° y 36° 


A36° 0 
454+1 


4sen°a = 3sena — sen3a 
Acos*c. = 3cosa + cos3a 
sen3a = sena(2cos2a + 1) 
cos3a = cosa(2cos2a — 1) 


tan3a _ 2cos2a + 1 

tana  2cos2a — 1 
sen3a = 4senasen(60° — a)sen(60° + a) 
cos3a = 4cosacos(60° — a)cos(60° + a) 
tan3a. = tanatan(60° — a)tan(60° + a) 


| EJERCICIOS RESUELTOS 


Determine el valor de: 
A =sen10°sen50°sen70° 
Resolucion: 
Aplicando las identidades auxiliares: 
Az 4sen10 sen(60 — 10 )sen(60 +10 ) 
4 


Ave 8en30__ 1/2 _ 1 


4 4 8 


Determinar el valor de: 

M = 16cos5°cos55°cos65° 
Resolucion: 
M = 4 x 4cos5°cos(60° — 5°) cos(60° + 5°) 


M = 4cosise = 4( 26+ #2) 46442 


Si: tan25° = a, hallar el valor de la expresi6n: 
— tani55 —tani15 . tan205 —tani15 
1+tan155 tani15 = tan245 + tan335 


Resolucion: 


tan155 —tan115 


= tan(155° — 115° 
aba oo 


= tan40° 
* tan205° = tan(180° + 25°) =tan25° 
* tan115° = —tan65° 
* tan245°.=tan(180° + 65%) = tan65° 
* tan335° = tan(360° — 25°) =—tan25° 


tan205 —tani15 J tan25 + tan65 - 
tan245ee=tan335 tan65 —tan25 


Propiedad: 


tana+tanb _ sen(a+b) 


tana—tanb  sen(a—b) 


N sen(65 +25) sengq ‘he 


sen(65 —25») sen40 — sen40 


Reemplazando en T: 


1 sen40° il 
T = tan40° = 
oe | cos40° sen40° 
7; = 1 1 csc50 


cos40° sen50° 


2 2 
T=csc50° = Lt tans _1ta 


2tan25. isa 


Si: csc X = 3y.x € IC; cuanto vale 8csc2x. 


Resolucion: 
Dato: cscx = 3, x EIC 


: 1 
2{2 
8csc2x = 8 8 
sen2x 2senxcosx 
8 8 
8csc2x = 
(ty 22) acd 
Sy 2 9 
8esc2x = 18 = 18, #2 = 92 
2 2 {2 


Si: cotx = —0,5; hallar el valor de 20cot2x 
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Resolucion: 

Como: 2cot2x = cotx — tanx 
Entonces: 20cot2x = 10(cotx — tanx) 
20cot2x = 10|-5 = (-2)| = 15 


Hallar el valor dela expresién 


1. 20 B 
seniO  cosi0 


Resolucion: 


g — c0s10 ~ {3sen10 
seni0 cos10 


2( Leos 10° - #8 sen10" 
gate 
sen20° 
2 
_ 4(cos60 cos10 —sen60 sen10 ) 
sen20 
_ 4cos(60°+ 10°) 4c0s70° _ 4sen20° 
sen20° sen20° sen20° 

rS=4 


Dada la expresion: tand = (2 + )tan() 


calcular: tan 


Resolucion: 


Dato: tan = (2 + #ran() (1) 


a tan38x _ 2cos2x+ 1 


Por propied 
pene tanx 2cosx — 1 


Sea: = 3x, entonces en (1): 
tan8x _ 5, B= 2cos2x+1_»5, B 


tanx 2c0s 2x — 1 


Aplicando propiedades de proporciones: 


2cos2x+1+2cos2x-1_ 2+/3+1 
2cos2x + 1 — 20sx + 1 0443-4 


4cos2x _3+13 _, o6950, = (1 + 48) 
2 14/43 14143 
cos2x = ‘8 = 2x = 30° = x = 15° 


Volviendo a la variable original: 
‘ = 15° > 6 =45° __... tanp = tan45° = 1 
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eet & 
Si:x = 3) Mallar el valor de tan(z) 


Resolucion: 
: a) _ _ 
Como: tan(>) = csca — cota 


Mize X X 
=> tan(Z) csc() cot() 
Para x = oe nos queda: 

i ay nm) Bo | 
tan(35) = csc(=) cot(=) 2-13 
La base de un rectangulo mide el doble de su 
altura, hallarJa tangente del angulo agudo que 
forman sus diagonales 


Resolucion: 
se . a) _ 
De la figura: tan(>) = 


“. tana = 4/3 


Los radios de dos circunferencias son 1 y 2, 
la distancia de sus centros es 7. Calcular el 
coseno del angulo formado por las tangentes 
exteriores a estas circunferencias. 
Resolucion: 

Sea a el Angulo formado por las tangentes, 
PO es bisectriz de dicho angulo. De la figura: 


13) 


14. 


2 _ 47 
cosa = 1 —- —=— 
“ 49 49 
Determinar el valor de la expresi6n: 
A = sen3acsca — cos3aseca 


Resolucion: 


1 sen3a__ cossa 
Seno COSa 


AL sen3acosa — cossasena 
senacosa 


_ sen(3a — a) 
senacosa 


sen2a 
senacosa 


_ 2senacosa _ 
senccoso 


Hallar el valor de: Q = 4cos10°cos50°cos70° 


Resolucion: 
Q = 4cos10°cos50°cos70° 
Q = 4cos10°cos(60° — 10°)cos(60° + 10°) 


Q =cos(3 x 10°) = cos30° = 8 


Reducir: N = ( sene® \ 


cos x 
1+ cos 2x 


1+ cosx 


Resolucion: 
Como: 1 + cos2a = 2cos*a 


= (ee gd 

2 

sem EM S83 
aeoe(8) be) 

N-fan() 

Reducir: 


S = tana + 2tan2a + 4tan4a + 8cot8a 


Resolucion: 


Como: cotx — tanx = 2cot2x 
= cotx = tanx + 2cot2x 
S =tana + 2tan2a + 4(tan4da + 2cot8a 


cot4a 


S =tana + 2tan2a + 4cot4a 
S =tana + 2(tan2a + 2cot4a) 
Ail ihc 


cot2a 


S=tana+2cot2an ..S =cota 


15. Hallar el valor de: M = 


sen3a _ cos3a 
sena cosa 


Resolucion: 


M = 3sena—4sen°a  4cos*a — 3cosa 
sena cosa. 


Asen*o. — 4cos*a +3 


M=3 
M=6=—A4(sen*a + cos*a) =6 —4=2 


Calcular tan2agsivitano,.= {2 — 1 


a) (2+1 b) 2{2 
d) 1 e) 2 


c) —2{2 


‘ Ss D>, ° oO. . a 
Sicosa = aa 360° <a < 450°: calcular. cos(>) 


4 5 1 
a) -— b) -— c) -— 
ae ea Tg 
5 4 
d) — e) — 
Te ai 
Simplificar: — 
a) sen21° b) cos21° c) seng9° 
d) cos84° e) seni6° 
Calcular: esc74° — cot74° 
a) 1/2 b) 3/4 c) 4/3 
d) 1/3 e) 24/25 
Calcular: 
(2sen15°cos15°)* + (2sen22°30'cos22°30')* 
a) 1/4 b) 3/4 c) 5/4 
d) 7/4 e) 9/4 
i ties 1+cos40 
Simplificar; —————_ 
implificar: - eT 
a) tan?20 b cot?20 c) sec?20 
d) sec?20 e) csc*20 


Si sena = -3, a ElllC; calcular: sen2a 


42 Ate 
9 9 


d) z e) 


a) b) c) -2 


1 
9 


10. 


1m 


14. 


15. 


TRIGONOMETRIA | 53 


A = 1 te) oO. a a 
Si cosa = 5 270° <a <360°; calcular: cos(=) 


{15 {15 {15 
aes ag fe a 
{15 {15 
Og i Sa 
F _ 12 J o. ' a 
Sisena = a 90° <a < 180°; calcular: sen(>) 
3,13: 4/13 3473 
a-G D) “43 ) 3- 
4413 2413 
a is 
Simplificar: eee ee 
a) 0,1 b) 1 c) -1 
d) 2 e) —0,1 
Galcular: sen22°30’ 
2-2 2442 2-{2 
P 3 ) 43 ae 
2+{2 {2 
d) 5 e) a 
weak 2(csc6 —cot6 ) 
Simplificar: oe A 
sec*3 —2tan°3 
a) tan3° b) tan6° c) cot3° 
d) cote® e) tant2° 
. Simplificar; SA160"cos 200° 
sen400° 
a) -2 b) 2 c) 1/2 
d) 1/2 e) {3/2 


Simplificar: (1 — 2sen*a)? — 4sen*acos7a 


a) cos4a b) —cos4a c) cos2a 
d) —cos2a e) 0 
Simplificar: Je cosite 

1 +cos100 
a) tan?50 b) cot?50 c) tan50 
d) cot50 e) sec50 


Si sena = > a. ElIC; calcular: {2 sen2a 


a) —4/3 b) -1/3 c) 1/3 
d) 4/3 e) (2/3 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
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Simplificar, -2C0to_ 
cota — 1 
a) cot2a b) —cot2a c) tan2a 
d) —tan2a e) 1 
Hallar la expresi6n equivalente de: 
2sen30cos30 

a) sen120 b) sen60 c) senge 
d) seni86 e) sen30 
Calcular: cos*15° — sen?15° 
a) {3/2 b) 1/2 c) 42/2 
d) {3/4 e) 1/4 
Hallar tan40° 
a) 2tan a b) 2tan 

1 —tan*10 1 —tan*20 
Fs 2tan40 4 2tan80 

2 2 
1 —tan°40 1 —tan“80 
2tan20 
1 + tan?20 


Sabiendo que: 
p =2c0s*o. — cos2a A q =2sen*a + cos2u. 


calcular: p* + q? 


a) 1 
d) 6 


b) 2 
e) 8 


c) 4 


Simplificar: ({2 cosa + 1)({2cosa — 1) 


a) cos2a b) —cos2a c) —sen2a 
d) sen2a e)0 
Simplificar, COt% — tana 

ener cot2a 
a) 1 b) -1 c) 0 
d) 2 e) -2 
Simplificar: cos*@ — sen‘o 
a) cos40 b) -1 c) 1 
d) cos20 e) cos60 

2 
Simplificar; 1— tan 8 
+tan?0 

a) cos20 b) sen20 c) sec20 
d) csc20 e) cot20 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


CLAVES 


Calcular: M, si: cota + tana = Mcsc2a 


a) 1 b) 2 c) 3 
d) 4 e) 6 


Si: send + cos0 = m, calcular: sen20 


a) 2m +1 b) 2m -1 c) 2m?-1 
d) m?— 1 e) m? + 1 

Simplificar: 

(csc36°— cot36°)(1 — tan9°cot81°) 

a) tang° b) 2tan9° c) tan18° 
d) 2tan18° e) tan36° 

Simplificar: (csc2x + cot2x)tanx 

a) 1 b) 2 c) 3 

d) 4 e) 6 

Calcular: tan7°30’ 

a) 6-4-B+2 

b) 46-14+ 13-12 

c) (6+ 44-13 +142 

d) 6+4+8-2 


) 
e) 6-4-8-8 


Sit cosa = 2/3; 0° <a < 90°, hallar: sen(>) 


a) {30/6 b) {6/6 c) {6/12 
d) {6 e) {6/5 

ee ee sean 
Si: cos0 = 3) 3 <0 < 2n, calcular: sen(5) 
a) (3/2 b) —13/2 c) {3/3 
d) —13/3 e) —13/6 


Si: 25cos*x — 4 = 0; 180° <x < 270° 
‘. xX 
calcular: tan(3) 


oe b) —13 c) -{7/3 
d) —{3/7 e) —{10 
Calcular: R = C8¢40_=cot40_ 
cot70 
a) 48 b) 1 Cc). =1 
d) — 13 e) - 8/3 
x 

cot(=)— 2cotx 
Reducir: E = al a 

tan(5) # cotx 

x x : 

a) 2sen() b) 2cos(=) fe) 2tan() 


e) 2cos"(5) 


Si la siguiente igualdad es una identidad: 
esc?x — cot’x 


d) 2sen?(>) 


P2cotx = meot() 


cscx + cotx 
hallar: m +n 
a) 1 b) 2 c)3 d) 4 e) 5 
Si: csc80°% tan10°= a, calcular: cot50° 
a)a b) 2a Ojai 
d) 2a’ e) fa 
Reducir: 

_ esc6 —cot6 sen40 
tan3° csc40 + cot40 

a) 1 b) sen40° c) sen50° 
d) cos80° e) sen80° 


De la siguiente igualdad: 
cot14°— nsec34° = tan14°— 2tan28° 
hallar: n 


a) 1 b) 2 c) 3 
d)4 e)5 
. Reducir: M = 4sen°50° — 3sen50° 
a) 1/2 b) -1/2 c) 1 
d) -1 e) 13/2 
Reducir: N = COS8xX + cosx 
. cos xX 
a) cos2x b) 2cos2x c) cosx 
d) 2cosx e) 1 


1 


5 OSE sen(3) = —; Calcular: senx 


3/ 3 


13. 


14 


15. 


16. 


nh 


18. 


i 


20. 


21. 
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a) 1 b) —23/27 
d) 1/9 e) -1/9 


c) 23/27 


Si: senx — cosx = 1/3, calcule: sen6x 


a) 13/27 b) 23/27 c) 17/27 
d) 22/27 e) 19/27 

. 1 _| . 
Si: tani = x) = 2, hallar: cot3x 
a) 1/2 b) 3/2 c) 7/2 
d) 11/2 e) 15/2 


Si: sec(5) = 3sen(3), hallar: cos2x 


a) 1/27 b) 1/9 c) 2/27 
d) 22/27 e) 1/3 
Si: cosx = —1/5; 180° < x < 270° 
: x 
hallar: sen(=) 
a) {0,2 b) {0,4 c) {0,6 
d) {0,8 e) {7 
Dado: 16cos*6 = 9; — <0 <2n 
4a ® 
hallar: tan(5) 
a) 1 b) {7 c) -17 
d) -{7/7 e) 47/14 
: tan10 +cot20 
R :R= —————_ 
edu cot10 — cot20 
a) 1 b) 2 c) -1 
d) -2 e) 1/2 


Simplificar: E = tan(5) + (1 — cosx)cotx 


a) 1 b) senx c) tanx 
d) cosx e) -1 
Reducir: N = (722840 |) seca0" 

sec45 
a) 1 b) -1 c) seni0° 
d) cos10° e) —sen10° 


: 1 —sen50 
le: | = 3 (x: 
Si se cumple 1a sen50 cotx; (x: agudo) 


halle: sec(x —10°) 
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a) 2 b) {2 c)3 a) cotd b) cscO c) cot20 
d) 4 e) 5/4 : 


d) csc20 e) 1 
» 24. Si: seca = 4; hallar: cos3a 


a) 1/11 b) -1/16 c) -11/16 
d) -11/32 e) -1/32 


n 
> 
q 
a 
o 


TRANSFORMACIONES TRIGONOMETRICAS 


PARA LA SUMA O DIFERENCIA DE DOS SENOS O 
COSENOS A PRODUCTO 


* senA+senB = ‘an 


* senA — senB = 2cos 


* cosA+.cosB = 2cos (= 
A+ 


cosA — cosBy= =2sen( 


Demostracion: 


Para comprobar la primera identidad, recordemos 
que: 

sen(a + f))= senacosfB + cosasenp 

sen(a — 8) =se@nacosf — cosasenp 


Sumando miembro a miembro tenemos: 
sen(a +B) + sen(a —B) = 2senacosf ...(1) 


Haciendo:a +8 =A;a -—B =B 


A+B. A-B 
2° 2 


Reemplazando en (1): 


Obtenemosza = 


BR 


Se tiene: senA + senB = 2sen(2 4 =) cos( -. 2) 


Las demas identidades pueden verificarse en for- 
ma analoga. 

Ejemplos: 

* — sen40° 4 sené° = 2sen( “2 _— Joos( 2 =) 


=2sen24°cos16° 


° sen100°— sen50° 


=2o0s( 109 +90 


sen(1% — 50 


= 2cos75°sen25° 


Si: A +B +C = 180°, se cumple: 


; f 7 A B Cc 
senA + senB + senC 4cos( 3 )e0s| 5)c0s( >) 


* cosA+cosB + cosC = 4sen( 4.)sen( B)sen(&) +1 


* sen2A + sen2B + sen2C = 4senAsenBsenCG 
* .cos2A + cos2B + cos2C = —4cosAcosBcosC —1 


DE PRODUCTO DE DOS TERMINOS, SENO Y/O CO- 


SENO A SUMA O DIFERENCIA 


2senAcosB 
2cosAsenB 


2cosAcosB 
2senAsenB 


Ejemplos: 
. 2sen40cos0 


sen(40 +0) + sen(40 — 0) 
= sen50 + sen30 


= cos( 22) cos( $2) 


*  Exprese cos30sen0 como una suma 0 una di- 
ferencia. 


Resolucion: 
Utilizando la primera identidad se tiene: 
cos30sen20 = ESee sere 
= 3 (2sen20cos30) 
= $[(sen(20 + 30) + s8n(20 — 30)] 
= 7 [sens0 + sen(—0)] 
cos30sen20 = 4 (sen50 — send) 


SUELIOS | 


Hallar el equivalente de: 2cos6xsenx 


Resolucion: 


2cos6xsenx = sen(6x + X)p— sen(6x —x) 
= sen7x — sendx 


Si el Angulo A mide 7/13 rad, hallar el valor de: 
— _cosAcos10A 
cos2A + cos4A 


Resolucion: 
E cosAcos10A 
2ebs(* + =A cos (Se 7 
2 2 
A — cosAcosi0A. _ cosi0A 
2cos3AcosA —- 2cos3A 
Dato: A = 7/13 
10x on 
cos (5) c0s( 55] 1 
3n 31 2 
2cos( 57) 2cos( 5) 


Hallar la expresi6n equivalente de: 
_ senx + sen3x 


sen2x + sen4x 


Resolucion: 
3x +X 3x — X 
2 esa eee vA 
sen! 5 )eos( 5 ) 
(Py) ae 
2 2 


2sen 


cos( 


Q = 28enexcosx _ sen2x 
2sen3xcosx sen3x 
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Hallar el equivalente de: 
A=senx + sen3x + sen5x + sen7x 


Resolucion: 

A = (sen7x + senx) + (sen5x + sen3x) 

A = 2sen4xcos3x + 2sen4xcosx 

A = 2sen4x[cos3x + cosx] 
eee 


2c0S2xcosx 
A =4sen4xcos2xcosx 


Hallar ekequivalente de: 2sen(3)cos2x 
Resolucion: 


Como: 2senacosf = sen(a + 8) + sen(a — B) 


2sen (=) cos2x =sen(5 2x) sen(> 2x) 


=sen(5*) t sen a) = sen( >) sen( 3) 


Hallar la suma de los senos de tres arcos en 
progresi6n aritmética de razoén & 


Resolucion: 
Sean: a — a, a, a + & los tres arcos en 


progresion aritmética, entonces: 


P =sen(a a) + sena +4 sen(« | =) 


P = sel Py + sen(d + e) + sena 


Asenditos| =) 


P= 2senacos (=) + sena 


PS 2sena(—7) + sena 


P=-—sena + sena =0 


Hallar el equivalente de: S = pescudeaot lg 
cos x + cosy 
Resolucion: 
2sen| at *\cos(~ = *) 
2 2 
. X+y x-y 
2cos{ ~~ Joos =~} 
cos 5 cos 5 
x + 
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Hallar el equivalente de: 


2 
P =sen4x + Sen a 
cosxsenx + ——— > 
cosx + tanxsenx 
Resolucion: 
2 
P =sen4x + sl ot 
€Osxsenx 4 nx 
COs) + ( )semx 
cOsx 
2 
P = Serie oa Bole 
COSXSENX + ——————— 
cos*x + sen*x 
ee ees 
1 
sen?2x sen?2x 
P =sen4x + —————— = sen4x + ——_——> 
2senx COS X sen2x 
P =sen4x + sen2x = 2sen( AEP cos eee) 


.. P = 2sen3xcosx 


Transformar en producto la siguiente expresion: 
cos4x + cos8x + 2 — 4sen?x 


Resolucion: 
M = cos8x + cos4x + 2(1 — 2sen?x) 
cos2x 
M= 2c0s(™* 5 cos 9 3 a) + 2C0S2x 


M = 2cos6xcos2x + 2cos2x 


M = 2cos2x(cos6x + 1) 


2cos*3x 


M = 4cos2xcos*3x 


. Hallar el verdadero valor de la expresi6n si- 


guiente, para a = 45°: 


= cos2a 
cosa — cos45 


Resolucion: 


Observar que al reemplazar a = 45°, la expre- 
sidn A queda: 0/0 (indeterminado) 


Levantamos la indeterminaci6n: 
A= —cos2a__ _{2cos2a 
1 {2cosa-1 
cosa — — 
B 


Diferencia de cuadrados en el numerador: 
{2({2cosa + 1)({2cosa — 1) 
({2cosa — 1) 


11: 


12. 


13. 


A= {2({2cosa + 1) 
Reemplazamos a = 45° 
A= {2({2cos45 + 1) 


A= 212(—) i =A=22 


Verificandose las'siguientes igualdades: 


sen32° + seni2° = 0,738 
cos32%"'cos12° = 1,826 


calcularelvalor de la tangente de 22° expre- 
sando el resultado en fraccién ordinaria. 


Resolucion: 
* sen32° + seni2° = 0,738 

2sen22°cos10° = 0,738 .(1) 
* cos32° + cos13° = 1,826 

2cos22°cos10° = 1,826 (2) 


Dividiendo (1) + (2): 
2sen22 cosi0 _ 0,738 _ 738 
2cos22 cos10 1,826 1826 


bie 369 
lificando: tan22° = =~ 
Simplificando: tan 913 


En que tipo de triangulo se cumple: 
sen?A + sen°B + sen2C = 2 
Resolucion: 
En todo4riangulo ABG se cumple: 
*  cos?A/+ cos®B + cos°C = 
ty— 2cosAcosBcosC 
sen’C = 
2 + 2cosAcosBcosC 


* sen?A + sen?B 4 


De la ultima relacion: 
2 =2-+ 2cosAcosBcosC = cosAcosBcosC = 0 


De esta igualdad se deduce que alguno de los 
tres factores es cero. Esto ocurre si al menos 
uno de los angulos mide 90°. 


.. se cumple en un triangulo rectangulo. 
Simplificar: 
_ send + sen(kO) + sen(2k — 1)0 
cos + cos(k@) + cos(2k — 1)6 


Resolucion: 
_ sen(2k — 1)6 + sen® + sen(ké) 
cos(2k — 1)6 + cos@ + cos(k@) 


14. 


2sen(k0)cos(k — 1)0 + sen(k0) 
= 2cos(k0)cos(k — 1)6 + cos(k0) 
sen(k0)[2cos(k — 1)0 + 1] 
cos(k0)[2cos(k — 1)0 + 1] 
*, E =tan(k@) 


Si: sena + senp =a 
cosas cosf = b 


calcular: cos(« + 3) 


Resolucion: 
Seara +B =x 
sena + senB =a 


asen( “HP cos(2 =F) - a 


2sen(*)eo8(——">) = a B46 


cosa + cosp =b 
2cos(“ =P )cos( “SF 
B 


2cos(%)cos( ==>) =b i) 


Dividiendo (1) = (2) se obtiene: 


sen(5) Es tan(2) 2 


cos(5) b 27 \b 


Nos piden calcular: 


= 9 


= tan@(> 
cos(a +B) = cosx = % 
1+ tane(5 


sen80 +sen40 


Icular: A = 

Calelet cos80 +cos40 

a) 1 b) 2 c) {3 
d) {3/3 e) 1/2 


Si: sena + senB =a 
cosa + cosB =b 


10. 
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. a+B 

hallar: tan( 3 

a b (a+b) 
a) = b) = c 

)3 ) aap) 

d) (a—b) 2ab 

a+b (a? 4. b°) 
Calcular: (Sen38° + cos68°)sec8° 
a) 1 b) 2 c) 1/2 
d) 1/4 e) — 1/2 
Calcular: S = cos20° + cos100° + cos140° 
a) 0 b) 1 c) -1 
d) 1/2 e) -1/2 


Reducir: P = Sens0 + sen30 + send 
‘" ~ cos50 + cos 30 + cos 


b) tan50 c) tan20 
e) tan86 


a) tan30 
d) tan40 


Transformar a producto: 
E =sena + sen3a + senda, + sen7a 


a) 4sen4asen2asena 
b) 4cos4acos2acosa 
c) 4sen4acos2acosa 
d) 4sen4asen2acosa 
e) 4cos4acos2asena 


Calcular: A ='cos*20° + cos*40°+ cos?80° 


a) 1 b) 2/3 cy) 2 
d) 5/2 e) 3/2 

= Cia 2 
Simp Se seen 


cos(x — y) 
a) cos(x + y) 
c) 0,5 cos(x + y) 
e) cos?(x — y) 


b) cos(x — y) 
d) cos?(x + y) 


Simplificar: 2(cos5x + cos3x)(sen3x—senx) 


a) sen6x 
d) sen9x 


b) sen7x 
e) seni10x 


c) sen8x 


Simplificar: (tan20 + tan0)(cos30 + cos@) 


a) 2sen30 b) 2cos30 
d) cos30 e) 1 


c) sen3e 


Si: x + y = 30°, calcular: 


62 


12. 


17. 
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Ze sen(x + 3y) + sen(3x + y) 
sen2x + sen2y 


b) 2 
e) -1 


c) {3 


a) 1 

d) 243 

cos(a — 3b) — cos(3a — b) 
sen2a + sen2b 


b) 2cos(a + b) 
d) 2sen( a— b) 


Simplificars:Ac= 


a) 2sen(a=b) 
c) sen(a — b) 
e) 2cos(a="b) 


. Enun triangulosABC, transformar a producto: 


E = sen2A + sen2B — sen2C@ 


a) 4senAsenBcosC 
c) 4senAsenBsenC 
e) 2senAsenBcosC 


b) 4cosAcosBsenC 
d) 4cosAcosBcosC 


En un triangulo ABC, transformar a producto: 


K = senA + senB + senC 


) 

) (A/2)sen(B/2)sen(C/2) 
c) 2cos(A/2)cos(B/2)cos(C/2) 

) \cos(B/2)cos(C/2) 

) )sen(B/2)sen(C/2) 


. Calcular: E = csc20° — cot40° 


a) 1 b) 0 c) -1 
d) -{3 e) 13 
Reducir: A = sen40 —sen20_ 

cos10 
a) 1 b) 1/2 c) -1 
d) -1/2 e)2 
Simolificar: A = cos 7x + COS 3x 

ee sen7x — sen3x 

a) tanx b) cotx c) tan2x 
d) cot2x e) tan4x 
Reducir: A = sen50_+ coss0_ 

cos5 
a) 3 b) {2 c) 1 
d) 1/2 e) {2/2 


. Calcular: A = cos20° + cos100° + cos220° 


a) 1 
d) -1/2 


b) -1 
e) 0 


c) 1/2 


20. 


21. 


22. 


i] 
Wl 
> 
< 
= 
0 


Reducir: A = Senex + sen4x + sen6x 
cos 2x + cos 4x + cos 6x 


a) tanx b) tan2x c) tan3x 
d) tan4x e) tan5x 
Reducir: A = 48enxcos xcos 2x + sen6x 
2sen5x 
a)seny b) cosx c) sen2x 
d) cos2x e) sen3x 
Simplificar. A= S&07x + sen3x 
senx + sen9x 
si: 6x = 2 
ay I b) -1 c) 1/2 
d) -1/2 e) —3/2 


Reducir: Q = sen4x — 2senxcos3x 


a) senx 
d) cos 2x 


b) cosx 
e) sen3x 


c) sen2x 


Reducir: M= sen3acosa — F send 


a) senacosa b) sen(5)cos(>) 


c) 2senacosa d) sena 

Qa 
e) sen(>) 
Reducir: R = 4sen2xcos2xcos3x — senx 
a) senx b) sen3x c) sen5x 
d) sen7x e) sen9x 


Exprese como monomio: 
P = cos20cos0—sen40send 
a) sendsen20 


c) sen30cos20 
e) sendcosé 


b) cos30sen20 
d) cos38cos20 


Reducir: 
sen2xcosx — sen4xcosx + sen2xcos3x 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


a) senx b) sen3x c) sen5x 
d)0 e) COSx 
Simplificar: sen9xcosx — sen6xcos4x 

* cos4xcos2x — cos7xcosx 
a) sen5x b) tan5x c) cos5x 
d) cost5x e) secdx 


Calcule el valor de: 
H = 2cos80° + 4cos20°sen10° 


a) 1/2 b) 2 Cyn 1/4 

d) 1 e) 3/2 

Reducir: (2sen5xcosx — sen6x)° —cos*4x 

a) cos8x b) cos6x c) —cos6x 
d) —cos8x e) cos4x 


Halle x (angulo,agudo), si: 
2sen3xcosx = cOS7x._— 2senxcosx 

a) 3° b) 6° c) 9° 
d) 12° e) 15° 


Halle el valordeéyN»= 4 sec80° — 2sen70° 


a) 0 b) =1 c) 1 
d) +2 e) 2 
Reducir: 


M =cos(a.+ b)cos(a — b) + sen(b + c)sen(b — c) 
+ cos(a + c)cos(a — c) 


a) 0 c)A/2 


d) cosa 


b) 1 
e) cosb 


Calcular el valor de a, si: 
cos3atana + 2sena = sen[(a — 1)a] 


a) 1 b) 2 c) 3 
d) 4 e) 5 
2 40 2 
Reducir: E = aise)! sane!) — sen30° 
sec 50 
a) 0 b) 1/2 c) cos40° 
d) cos50° e) 2 
Reducir: 


4(1 — cos*40°)(1 — sen*10°) — cos 40° 


a) 1/3 b) 1/2 
d) 1/5 e) 1 


c) 1/4 


17. 


20. 


ae 


22) 


23. 


24. 
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. Calcular: E = 2sen50°cos20° — cos20° 


a) 0,3 b) 0,4 c) 0,5 
d) 0,6 e) 0,8 
. Reducir: 
R = cos3xcos2x — sen4xsen3x — cos6xcosx 
a), —2 b) -1 c) 0 
d).1 e) 2 
Simplificar: M = sen40 cos + sen20 cos 50 
cos@ 
a) sen30 b) 2sen30 c) sen6d 
d) 2sen60 e) 1 


. Hallar el valor de: 


N = Sens0 sen38_+ sen95 sen7 


seni23 
a) 1/4 b) 1/2 c) 3/4 
d) 2 e) {2/2 
. Factorizar: 


R = cos8x — cos7xcosx — cos10xcos2x 


a) 2sen3xsen9x 
c) sen3xsen9x 
e) cos3xcos9x 


b) —sen3xsen9x 
d) —cos3xcos9x 


Simplificar: K= cos51 cos34 —sen21 sen4 
? cos100 +cos10 


a) {2/2 b) {37/6 c) {6/4 

d) 46/3 e)/ 42/4 

Calcular: 

L = 2[2sen39°cos9° — 2c0s43°30'cos1°30'] 

a) {2.41 b)1-{2 c) 2+ {2 

d) 2— {2 e) {2-1 

Calcular x, si: 2cos20°cos40° = x + cos20° 

a) 0,4 b) 0,5 c) 0,6 

d) 0,8 e) 1 

Reducir: R= Sensxsenxcos*x — cosxcos3xsen*x 
(senxcosx 

a) 1/4 b) 1/2 c) 1 

d) 2 e) 5 


Si: x > 2, reducir: 

B = 2sendcos[(x — 1)o] + sen[(x —2)o] 
b) cosd 
e) send 


a) send 
d) cos2h 


c) send 
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25. Expresar como monomio 


e) 2cos11°cos4° 


Editcrial 
Ala 


1. 

N = 2(cos4°cos3°— sen7°sen8°) a 5 

a) cos4°sen11° b) cos11°cos4° z 3. 
c) 2cos11° d) sen11°sen4° a} 4. 
O} 5 

| 


Wi 


ECUACION TRIGONOMETRICA 


Una ecuacidén se llama trigonométrica si ella con- 
tiene la incdégnita x solo bajo los operadores trigo- 
nométricos. 


Ejemplos: 
° senx = cosx . tanx — cot2x = 0 
XS P LAY < 
sen(=) in tan2x = 3x -1 
VYota:.--yamm 8 Tw. : 


La ecuacién del ultimo ejemplo no se llama 
trigonométrica, porque en esta la incdgni- 
ta x se encuentra.no.solo bajo el operador 
tangente, sino'también consotro operador no 
trigonométrico. 


‘ 


ECUACION TRIGONOMETRICA ELEMENTAL 
Una ecuaci6n trigonométrica se llama elemental, 
basica o simple si tiene la.siguiente estructura: 
FT (kx) =a 
Ejemplos: 


1 {2 x 
° =. ° Dx = 15 5 2) es 
senk = 5 cos. : tan( ‘| {3 
VALOR PRINCIPAL DE UNA ECUACION TRIGONO- 
METRICA ELEMENTAL 
Se llama valor principal (VP) al menor angulo po- 
sitivo o mayor angulo negativo que satisface una 
ecuaci6n trigonométrica elemental. Es decir: 
Si: FT (kx) =a = VP="angulo 
angulo 
Valor principal para senkx =a 
La ecuacién tendra soluciones solamente cuando: 
-1<a<i1 
* Sia es positivo entonces su VP es un angulo 
agudo. 
*  Siaes negativo entonces su VP es el negati- 
vo del angulo agudo. 
*  Siaes 1, entonces su VP es 90°. 
¢ Siaes —1, entonces su VP es —90°. 


. Si aes 0, entonces su VP es 0°. 


Ejemplos: 
Calcular el VP de las siguientes ecuaciones: 
1. senx senx = ] = VP = 30° 


30° 


=> senx = al = VP = -30° 


~30° 


2. senx =— 


= sen4x = — = VP = 45° 
45° 


3. sen4x = 


4. sen4x = -£. sen4x = gt VP = —45° 
45° 


5. sen2x=4 VP = 90° 


sen2x = 1 
90° 


sen2x 1 = VP =-90° 


~90° 


6. sen2x 1 


8. ~sen3x =2 = la ecuacidn no tiene soluciones 


Observacion: el valor principal no es la incdgnita 
x (VP #x). 


Valor principal para coskx = a 
La ecuacién tendra soluciones solamente cuando: 
-1<a<i1 

* | Siaes positivo, entonces su VP es un angulo 
agudo 

* Si aes negativo, entonces su VP es el suple- 
mento del angulo agudo. 

*  Siaes 1, entonces su VP es 02, 

*  Siaes—1, entonces.su VP’es 180°. 

*  Siaes 0, entonces su VP es 90°. 


Ejemplos: 
Calcular el VP de las siguientes ecuaciones: 
|. Ege 4 COSX 4 VP = 60° 
60° 
1 1 
2 ° 
cOsx D Oey 3 VP = 120 
120° 
3. cos4x 2 cos4x 2 VP = 45° 
2 —— 2 
45° 
4. cos4x = 2 = cos4x = 2 VP =135° 
135° 
5. cos2x = 1 = cos2x = 1 = VP =0° 
‘0° 
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6. sen2x 1 cos2x 1 = VP = 180° 
180° 
7. cos(3) =0 = cos(3) =0 = VP=90° 
90° 


Observacion:.el.valor principal no, es la incdgnita 
x (VP #x). 


Valor principal para tankx =a 

La ecuaci6n tendrassoluciones para cualquier valor 

dea 

* Sia es positivoyentones.su VP es un angulo 
agudo. 

«  Siaes negativo, entonces su VP es el negati- 
vo del angulo agudo. 

*  Siaes cero;entonces su VP es 0°. 


Ejemplos: 
Calcular el VP de las siguienteéyecuaciones: 


1. tanx = {3 = tanx'= 13 = VP»= 60° 
60° 
2. tanx {3eStanx=— 13 = VP = -60° 
60° 
3.  tan3x = 1 = tan3x =Y = VP = 45° 
45° 
4. tan8x=-1 = tan8x = —1 s>\VP =—45°? 
45° 
5. tanx =0 => tanx = 0 «= VP = 0° 
un 
6. tan(7) =0 saa =0 + Ve 40° 
0° 


RESOLUCION DE ECUACIONES TRIGONOMETRI- 
CAS ELEMENTALES 


Resolver una ecuacién trigonométrica elemental 
significa hallar todos los valores de la incdégnita x 
que satisfacen dicha ecuacion. Es decir, que re- 
ducen la ecuacién a una igualdad después de la 
sustitucion de la incégnita. 


Asi, por ejemplo, la ecuacién: sen2x = 3 
30° 
=> 2x = 30° = x = 15° 

tiene por solucién 15°, pero no es la Unica solucidén, 


porque también satisfacen los siguientes valores: 
75°, 195°, 255°, 375°; 435°... 


El motivo de estos resultados es que las funciones 
trigonométricas son periddicas, a continuacion ci- 
taremos para las ecuaciones que involucran seno; 
coseno y tangente a fin de hallar todas sus infinitas 
soluciones. 


Resolucion de senkx =a 
Se aplica la siguiente formula: 


senkx = a = kx = n(180°) + ( 


1)"x VP ; nez 


Denominandoseé conjunto solucién o solucién ge- 
neral al resultado: 


n(180°) + (— 
k 


x VP 
xe i eZ 


Ejemplos: 
1. “Resolver la ecuacién y hallar las 4 primeras 
soluciones positivas: sen2x = — 


Resolucion: 
Calculamos el valor principal: VP = 30° 
Aplicamos la formula: 
2x = n(180°) + (—1)" x VP 
2x = n(180°) + (—1)" x 30° 


n(180 )+(— 
2 


Obtenemos el conjunto solucién: 
x = n(90°) + (+1)? x 152 


Para calcular las 4 primeras soluciones posi- 
tivas damos valores enteros positivas an. En 
el conjunto solucién: 


Para n = 0:x = 0(90°) + 
Para n= 1:x = 1(90°) + 
Para n = 2: x = 2(90°) + 
Para n = 3:x = 3(90°) + 


1)"x 30 
Despejamos x: x = ) 


+ (-1)° x 15° x = 15° 

+ (-1)' x 15° x = 75° 
(-1)? x 15° x = 195° 
+ (-1)8 x 15° x = 255° 


2. Resolver la ecuaci6n y hallar las 3 primeras 
soluciones positivas en radianes: 


{2 
sen3x = ——— 
2 
Resolucion: 
Calculamos el valor principal: VP = —45° = 77 
Aplicamos la formula: 3x = n(180°) + (—1)"x VP 


Pasamos a radianes: 3x = n(x) + (-1)"(-Z) 


na —(—1 p(z 
UG) 
3 
Obtenemos el conjunto solucién: 
nn n 1 
xX = —-(-1)'x— 
=) 12 
Para calcularilas 3 primeras soluciones positi- 
vas, damos valores.enteros positivos a n.en,el 
conjunto*solucién;: 


Paran=0: x 0(3) ( 1)"§5) x= rr 
(no se toma) 


Despejamos x: x = 


Para n = 1x 3) ( (er) x= 2 
Paran =2:x 2(3) ( i (a) x a 
Paran =3: x= 3(3) =—i¥ig5) =x= = 


Resolucion de coskx =a 
Se aplica la siguiente formula: 


coskx =a = kx = n(360°)+VP [jn EZ 


Denominandose conjunto solucién o solucion ge- 
neral al resultado: 


= oN ee 


Ejemplos: 
1. Resolver la ecuacién»yshallar las 5/primeras 


soluciones positivas: cos2x = 4 


Resolucion: 
Calculamos el valor principal: VP = 60° 
Aplicamos la formula: 2x = n(360°) + VP 
n(360 )+60 

2 
Obtenemos el conjunto solucién: 

x =n(180°) + 30° 

Para calcular las 5 primeras soluciones, da- 
mos valores enteros an en el conjunto solu- 


Despejamos x: x = 


cién: 

Para n = 0:x = 0(180°) +30° x = + 30° 
“X= 30° 

Paran=1: x =1(180°) +30° 


xX = 180° + 30° v x = 180° — 30° 
“. X =210° V x = 150° 
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Paran=2: x =2(180°) +30° 
X = 360° — 30° v x = 360° + 30° 


“.X = 330° V x = 390° 


2. Resolver la ecuaci6n y hallar las 3 primeras 
soluciones positivas en radianes: 
cos3x = 2 
2 
Resolucion: 
Galculamos el valor principal: VP = 135° = — 


Aplicamos la formula: 3x = n(360°) + VP 


3a 
n(2n) + 


3 
Obtenemos el conjunto solucién: 


Despejamos x: x = 


Para calcular las 3 primeras soluciones positi- 
vas, damos valores enteros an en el conjunto 


solucion: 
2n\, 7 T 
P. : + + 
aran=0: x 0( Z| x rm 
~xit 
3 Z 
2n\, 1 
a =1/—)+— 
paran Xx ( 3 ) 4 
Qn an 1 
= 2 - Za x Aa— + — 
wes.” raw 
50 11n 
— —- ay ZS a4 
x 1 x 1 
Resolucion de tankx =a 
Se aplica a siguiente formula: 
tankx =a = kx =n(180°) + VP_ [-neZ 


Denominandose conjunto solucién o solucién ge- 
neral al resultado: 


n(180°) + VP J. 
X= ( : sneZz 


Ejemplos: 

1. Resolver la ecuaci6n y hallar las 3 primeras 
soluciones positivas: tan2x = {3 
Resolucion: 

Calculamos el valor principal: VP = 60° 
Aplicamos la formula: 2x = n(180°) + VP 
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n(180 )+ 60 

2 
Obtenemos el conjunto soluci6n: x = n(90°) + 30° 
Para calcular las 3 primeras soluciones positi- 
vas, damos valores enteros positivos an en el 
conjunto solucién: 
Paran =0: x= 0(90°) + 30° = x)= 30° 
Paran=1: x = 1(90°)™ 30° § ="x= 120° 
Paran =2: x = 2(90°) + 30° =+=x=210° 


Despejamos x: x = 


2. Resolverdatecuacioney hallar las S3eprimeras 
soluciones positivas en radianes: tan3x = —1 


Resolucion: 


Calculamos el valor principal: VP = —45° = =F 


Aplicamos la formula: 3x = n(180°) + VP. 
Pasamos aradianes: 3x = n(x) + ia) 


Tl 


nn — a 
Despejamos x: x= 3 
Obtenemos el conjunto solucién: 
— 
ell) EE 


Para calcular las 3 primeras soluciones positi- 
vas, damos valores enteros positivos an en el 
conjunto solucién: 


Para n= 0: x = 0(3) a =xk= p 
(no se toma) 
Paran=1: feel cee =xa7 
Para n = 2: x = 2(2) o =x= 4 
Paran=3: ae eae =x= 


Resolucion de cotkx = a, seckx = a, csckx =a 


Para resolver ecuaciones trigonométricas elemen- 
tales que involucran cot, sec y csc se inviertan y se 
obtienen tan, cos y sen, respectivamente. 


Ejemplos: 
1. Resolver la ecuaci6n: cot2x = {3 
Resolucion: 
1 1 
cot2ax = 13 = a 
e cot2x {3 
tan2x = 8 => VP = 30° 


2x = n(180°) + VP = 2x = n(180°) + 30° 


— = x =n(90°) + 15° 
2. Resolver la ecuaci6n: sec3x = 2 
Resolucion: 
sec3x =2 = au 


secax 2 


cds3x 4 i & vP = 60° 


3x = n(8602) + VP > 3x =n(360°) + 60° 


4. 1880") + 60° 


5 = x =n(120°) + 20° 


3. Resolver la ecuacion: esc(5) = {2 
Resolucion: 


X\ _ 2 = 1 1 
2) csc(=) 2 


ese( 


sen(=) = & = VP = 45° 


3 n(180°) + (-1)"x VP 
5 7 (180°) + (-1)" x 45° 


X = 2[n(180°) + (—1)" x 45°] 
x = n(3609) + (—1)" x 90° 


RESOLUCION/ DE) ECUACIONES TRIGONOMETRI- 
CAS NO ELEMENTALES 

Para resolver ecuaciones trigonométricas no ele- 
mentales se_reducen aplicando las identidades 
trigonométricas, identidades de transformacién a 
ecuaciones elementales para luego seguir el pro- 
cedimiento ya conocido. 


Ejemplos: 
1. Resolver la ecuaci6n y hallar la segunda solu- 
cidn positiva de: senx = cosx 
Resolucion: 
senx 


senx =cosx = —— =1 
cos x 


= tanx =1 = VP = 45° 
x =n(180°) + VP = x =n(180°) + 45° 


Paran =0: x = 0(180°) + 45°=> x = 45° 
Paran=1: x = 1(180°) + 45°= x = 225° 


Resolver la ecuacién y hallar la suma de las 
dos primeras soluciones positivas de: 


sen2x = cosx 


Resolucion: 

sen2x = cosx = sen2x — cosx = 0 

= 2senxcosx — cosx = 0 

= cosx(2senx — 1) =0 
Igualando..a.cero/cada factor, obtenemos 2 
ecuaciones elementales, por lo tanto, dos 
conjuntos,soluciones: 


cosx =0 = VP=90° Vv senx= = = VP =30° 


x = n(360°) + VP V x =n(180°),-+(1)" x VP 

x =n(360°) + 90° v x =n(180°) + (—1)" x 30° 

El conjunto solucién de la ecuacién’ sera la 

union: 

x = n(360°) +90%.v x = n(180°) + (—1)" x 30° 

Para n = 0 enel primer Conjunto tenemos 

x = +90° = x = 90° 

Paran=0 enel segundo conjunto\tenemos: 
x = 30° 

La sumaide las dos primeras soluciones posi- 

tivas‘son: 30° + 90° = 120° 


—_EJERCICIOS RESUELTOS | 


Cual es elmenor valor de senx que satisface 


la ecuaci6n: COSk»— dsenx =f 


Resolucion: 

De la ecuacién: 7cosx = 7 + senx 
49cos*x = (7 + senx)? 

49(1 — sen*x) = 49 + 14senx +sen?x 
50sen*x + 14senx = 0 

2senx(25senx + 7) =0 = 25senx + 7=0 


senx = -£ = senx = —0,28 


Resolver la ecuaci6n indicando el menor valor 


f 2 | 82 
Ositivos para x: = 
P P cos2x 14/42 


Resolucion: 

cos2x [2 +12 424 {2 
2 16 4 

cos2x = 2+ 12 


2 
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2x = ann sarcoos| 248) 2x ann + & 


X=nrt 


Si: cos6x = —1/2, hallar un valor de cos3x. 


Resolucion: 
cos6x = —1/2 

By.ck 1 
= 6x = n(360 ) + arcoos(—>) 
= 6x = n(360°) + 120° 
= x =n(60°) + 20° 
= 3x =n(180°) +60° 
> (CoS3x = cos[n(180°) + 60°] 
=> Sin =0 = cos3x = cos(+60°) = 


he) es 


Hallar el valor del Angulo positivo x mas pe- 
quefno, diferente de cero, que satisface la 
ecuaci6on: cos*4x = 1 

Resolucion: 

Como piden el valor positivo mas pequefo 
(40) entonces: 

cos*4x = cos*180° = 1 

= 4x = 180° = x = 45° 


Hallarque angulo agudo'a satisface la ecua- 
cin. Seno a + COSG _ 4 
1+cosa sena 
Resolucion: 
sena ra +COSH _ 4 
1+ cosa sena 


sen?a + (1 + cosa) 
sena(1 + cosa) 
sen*a + 1+2cosa+cos*a _ 4 
sena(1 + cosa) 
ob eee 
sena(1 + cosa) 2 


El Angulo agudo que satisface esta ecuacién 


esia == 


6 
Hallar un valor de a para que se cumpla: 
sen°2a + cos2a +14 —— 0 
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Resolucion: 
sen22a +1 +cos2a + Sen4e — 9 
(2senacosa)* + 2cos?a + coerce coee =0 


4sen*acos*a + 2cos*a + sen2a.cos2a = 0 
4sen*acos*a. + 2cos*a. + 2senacosc.cos2a = 0 
2cosa[2sen*acdse. + coso! + sénacos2a] = 0 
cosa =0.> a= 7/2 


Resolver tan3x — 1 = 0, e indicarJa*’segunda 
solucién positiva. 


a) n/12 
d) 7n/12 


b) 1/4 
e) 3n/4 


c) 5/12 


Resolver 2sen2x + 1=)0, e indicar la primera = 


solucion positiva 


a) 15° 
d) 120° 


b) 75° 
e) 240° 


C),105° 


Resolver: sen5x + sen3x,= sen4x, e indicar el 
numero de soluciones para [0; z] 


a) 13 b) 11 c)9 
d) 7 e)6 

{ _ 2 
Resolver: is, sen = cos gk 008 =1 

versx 

a) 30° b) 150° c) 210° 
d) 330° e) Hay 2 respuestas 
Resolver: 


1 1 
sen2x + tan2x 


a) 60° 
d) 330° 


sec2x — tan2x 


b) 120° c) 300° 


e) 360° 


Resolver: 2senx — cscx = 1, e indicar el nu- 
mero de soluciones para x €[0; 2 7] 


a) 1 b) 2 c) 3 
d) 4 e)5 

Resolver: sen2x + {3 cos2x = 2 

a) 205° b) 195° c) 175° 
d) 165° e) 155° 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Resolver: 

(tan3x + tanx + tan4xtan3xtanx)tan2x + 3 =0 
a) 1/4 b) 1/12 c) 7/10 

d) 7/9 e) 1/6 


Resolver: sen9x + sen5x + 2sen®x = 1 


nn nm On mn 3n nm 110 
9) 4 2da 4 rarer ae 
c) n 3nddn 132 d) nan 3n nm 5m 

2’ 4’ 42’ 42 4’ 4’ 42’ 42 
) Bm On 

2’ 4’ 42’ 42 


Resolver: 2cos2x — sen3x = 2 


a) 0 b) 180° c) 210° 
d) 330° e) Todas 
Resolver: cosxcosy = 3/4 
senxseny = 1/4 
a) 30°, 30° b) 0°, 60° c) 45°, 15° 
d) 75°, 15° e) 30°, 60° 


Si: | 2cosxcosy = 1 
tanx + tany = 2 


indicar la diferencia de soluciones (x e y, agu- 
dos). 
a) 0 

d) 7/3 


b) 2n 
e) 1/4 


c) 1/6 


Resolverzsen®x +/cos®x = 1/4) e indicar la 
cuarta solucion positiva. 


a) 1/4 b) n/2 
d) 2n/5 e) 7n/4 


c) 57/4 


Resolver: 2sen*(5) + 3cosx = 2, e indicar la 


quinta solucién positiva. 


a) 780° b) 720° 
d) 650° e) 610° 


c) 690° 


Resolver: {3 senx + cosx = 1 y hallar lasuma 
de las dos primeras soluciones positivas. 


a) 240° b) 360° c) 420° 
d) 480° e) 500° 
Resolver: tan(45° — x) = 2 — 3tanx 


b) 30° 
e) 115° 


a) 15° 
d) 60° 


c) 45° 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


Resolver: tan2xsen2x + cos2x = 2, e indicar : 


la menor soluci6n positiva. 


a) 15° b) 30° c) 45° 
d) 60° e) 90° 

Resolver: 2cos2x + 1 =0 

a) 30° b) 90° c) 150° 
d) 210° e), 240° 

Resolver: (1 — senx + cosx)* = 2covx 

a) 1/2 b) 3x/2 c) 5/2 
d) 7x/2 e).Todas 


Resolver! 2cos®x = 3senx, e indicar las 3 pri- 
meras soluciones positivas. 

a) 30°, 150°, 210° b) 30°, 210°, 390° 
c) 150°, 330°, 390° d) 30°, 240° 330° 
e) 30°, 150°, 390° 


Resolver: 2versx = senxtanx y hallar la suma 
de las 3 primeras soluciones. 


a) 6x b). 52 
d) 3x e) 2n 


Cc) 4x 


Resolver: senx + cosx + {2 =0 


23. 


24. 


25. 


i] 
Wu 
> 
< 
| 
0 
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a) 115° 
d) 240° 


b) 135° 
e) 315° 


c) 225° 


Resolver: 2(senx + cosx) = secx, e indicar el 
numero soluciones para [0; z]. 


a) 1 b) 2 c) 3 

d),4 e) 5 

Resolver: » es 2, e indi- 
1+sen3x 1-—-—sen3x 

car el numero de soluciones para [0; 27] 

a) 7 b) 6 c) 5 

d) 4 e) 3 


Resolver: 2senx sen3x + cos22x = 1, e indicar 
la suma de las 5 primeras soluciones positivas 


ayi3n b) 5x c) 7 
d) 9x e) 117 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS Y FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


Funcion acotada. Se dice que una funcidn f es 
acotada, si 3M ER, tal que |f(x)| <M; V x € Domf. 


Ejemplo: 

La funcién f(x) = cosx es acotada, ya que 
|cosx| < 1,Vx<R, tal que,M puede tomar cual- 
quier valor mayor o igual que 1. Ademas del rango 
de la funcién se.observa. 


cosx 

— 
Conjunto de 

cotas inferiores 


Conjunto de 
cotas suferiores 


Funcion par.Una funcion f es par si: 


f(=x) = f(x); V x , -x € Domf 


Ejemplos: 


Observacion: el grafico de una funcion par es si- 
métrico al eje y. 


Funcion impar. Una funcion f es impar si: 


f(—x) = =f(x); V x, =x € Domf 

Ejemplos: y 
+ y=f(x) =x? 

= f(-x) =(-x)° 

f(-x) =-x° x 

= f(-x) —f(x) 
* y=senx * y=tanx 
* y=cotx * y =CSCXx 


Observacion: el grafico de una funcioén impar es 
simétrico al origen de coordenadas. 


Funcion creciente. Una funcidén f es creciente en 
un intervalo | de su dominio, si para todo par de 
numeros xX; y Xe de dicho intervalo se cumple que: 


Xy <Xo = f(xy) < f(Xo) 


Ejemplo: 
La funcion y = x° — 1, es creciente Vx € (0; —co) 


Funcion decreciente. Una funcidn f es decrecien- 
te en un intervalo | de su dominio, si para todo par 
de numeros x; y Xp de dicho intervalo se cumple 
que: 


X4 <Xq = f(x) > f(Xo) 


Ejemplo: 
La funcién y=x* — 1, es decreciente: Vx € (0; —co) 


Funcion periddica. Una funcidn f es periddica, si 
existe un numero real T 40, tal que para cualquier 
x de su dominio se cumple: 


F(x + T) = f(x); Vx; x + T © Domf 
Observacion: el numero T se denomina periodo 


principal, si es positivo y minimo entre todos los 
periodos positivos. 


Ejemplo: 
Sea: f(x) =senx = f(x + T) =sen(x + T) 
sen(x + T) =senx = sen(x + T) — senx =0 
— 
Te T 
2sen| = ]cos{x + 3] 
sen() 0 / =kn/kEZ = T= 2nk:keZ* 


SiIkEZ*; TS en, 4n, 62,4. 
.. el periodo principalde lafuncidn: y = senx es 2x 


Estudio de las funciones trigonométricas. Las 
funciones trigonométricas son el conjunto no va- 
cid de pares ordenados (x; y), tal que la primera 
componente es un valor angular expresado en 
radianes (numero real) y la segunda componente 
es un valor obtenido mediante una dependencia 
funcional. 


Funcion seno 


f = {(x; y) EIR? / y = senx; x ER} 


y y = senx (senoide) 
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Domf = R 
Ranf = [—1; 1], es decir: -1 <senx <1 
Periodo de f: 2x 


Funcion coseno 


f = {(x; y) EIR? / y = cosx; x ER} 


y = cosx (cosenoide) 


Domf = R 
Ranf = [-1; 1], es decir: -1 <cosx <1 
Periodo de f; 2x 


Funcion tangente 
f = {(x; y) eIR?/y = tanx; x ER — [(2n.+ 1)n/2]; ne Z} 


anx (tangentoide) 


Domf = R= {(2ntt)x/29n € Z} 
Ranf =R 
Periodo de f: x 


Funcion cotangente 
f ={(x; y) ER? / y = cotx;x ER 


(nz); n €Z} 


y y =cotx (cotangentoide) 


Domf = R — {nn/n €Z} 
Ranf =R 
Periodo de f: x 


Funcion secante 
f = {(x; y) IR? / y = secx; x IR — {(2n + 1)n/2};n €Z} 


y = secx (secantoide) 


Domf = IR — {(2n + 1)x/2;n €Z} 
Ranf = R — (-1; 1) 
Periodo de f: 2x 


Funcion cosecante 


f ={(x; y) GIR? /y = csex; x ER — (nn);n EZ} 


y = cscx (cosecantoide) 


Domf =dR — {nm/ n &Z} 
Ranf = — (-1; 1) 
Periodo def: 27 


Desplazamiento vertical. Dada la grafica de la 
funcién y =.f(x), para construir la grafica de la fun- 
cién y = f(x) + c es necesario desplazar la grafica 
de f a lo largo del eje de ordenadas: 


. Hacia arriba en c unidades si: c > 0 
q Hacia abajo en |c| unidades si: c <0 


Ejemplo: 


3nl2 2 


Se ee et eee ee ee 


Desplazamiento horizontal. Dada la grdafica de la 
funcion y = f(x), para construir la grafica de la fun- 
cidn y = f(x — c) es necesario desplazar a la grafica 
de f a lo largo del eje de abscisas. 

*  Aladerecha sic >0 

* Alaizquierda sic <0 


Ejemplo: 


Opuesto en una funcion. Dada la grafica.de la 
funcién y = f(x), para construir la grafica dewla 
funcién y = —f(x) es necesario reflejar en forma 
simétrica a la grafica de f con»respecto al eje de 
abscisas. 


Ejemplo: 


Valor absoluto de una funcion. Dada la grafica 
de la funcion y = f(x), para construir la grafica de la 
funcion y= |f(x)| es necesario dejar sin cambios los 
tramos de la grafica de f que estan por encima del 
eje x y reflejar en forma simétrica a los tramos de la 
grafica de f que estan por debajo del eje x. 


Ejemplo: 


y = |senx| 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


Funcion inyectiva o univalente. Una funcién es 
inyectiva o univalente cuando todo elemento del 
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rango tiene un Unico elemento en el dominio al cual 
esta asociado; es decir, si: 


(x1) = f(X2) = xy = Xp 
Equivalentemente una funci6n es univalente si: 
X1FXq => A(X) Af(Xe) 
Ejemplo: 
Sea: f(x) = x2ax.> 0 
Aplicando la.definicion: f(x;) = f(x») 
Ki? = x2 x 0 
= (X1+ Xp) (Xi— Xe) = 0 
debido a: (X;+ Xo) > 0 = (X;— Xo) =0 = Xy= Xo 
.. fes univalente 


Interpretacion geométrica. Graficamente, una 
funcion univalente o inyectiva esta caracterizada 
por la propiedad en la que cada recta horizontal 
interseca al grafico de la funcién, a lo mas en un 
punto: 


Ejemplos: 


Es univalente Noves univalente 


y y =4 = cosx 


No es univalente 


Funcion suryectiva. Una funcidn f: A > B es 
suryectiva si el rango de f coincide con el conjunto 
de llegada B, es decir: 


vy €Ranf, 3x €Domf/y = f(x) 


Ejemplo: 

8 
ie 
es suryectiva, pues Vv x € Domf 


{3 


0<x<230<senx< 
3 2 


La funcion f: (0: al > (0 ) tal que f(x) = senx; 
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= f(x) = senx e(0; 8) = Ranft = (0; a 


Las funciones trigonométricas estudiadas (seno, 
coseno, ...) dadas mediante una regla de corres- 
pondencia y que no se especifica el conjunto de 
llegada, esta sobreentendido que el rango coin- 
cide con el Conjunto de llegada, €s decir, ya son 
suryectivas (0 sobreyectivas), entonces*parayque 
las funciones trigonométricas tengan funci6n in- 
versa, bastaria que sean funciones inyectivas o 
univalentes. 


Funcion inversa. Si una funcidn f es_biyectiva 
(univalente y/sobreyectiva), entonces existe su 
funcion inversga y se denota por f* o f~'. 

Para determinar la inversa de una funcidnse inter- 
cambia x por y e yspor x. Asi: 


Domf* = Ranf 


Ejemplo: 
Hallar la funcion inversa de y = 2x —1 cuyo dominio 
es [0; 3]. 


Ranf* = Domf 


Resolucion: 
f(x) = y = 2x — 1; x €[0, 3] 


1 
Despejando x se tiene: x = — 


Intercambiando variables: y = —. 


Graficando: 


Se observa: Domf = [0; 3] y Ranf = [—1;5] 
También: Domf* = [—1; 5] y Ranf* = [0; 3] 


Observacion: Las grdaficas de f y f* son simétricas 
con respecto a la recta (y = x). 


Estudio de las funciones trigonomeétricas inver- 
sas. Las funciones trigonométricas por ser peridé- 
dicas, no son univalentes, pero restringiendo su 


dominio (como se muestra en el cuadro adjunto) 
se logra que sean univalentes, tal que podemos 
obtener sus respectivas funciones inversas. 


Principales restricciones 


Notacion: 


FT(0) =N = 0 =arcFT(N) v 0 =FT~ (N) 


Se lee: 6 es un arco cuya funcidn trigonométrica es N 


Ejemplos: 


x Al 
Si: send q A 


{ 
6 arcsen| q 
-1/1 
V = 1 an 
0/= sen ( i) 


* Si: cosd = AOSOSn 2% © aiceos( =) 


Voz cos "(2 


1 


= Si: tanB = 10 A —5 <b< 3 = B = arctan(10) 


V B =tan~'(10) 
Funcion arco seno 
f = {(x; y) ER’ /y = arcsenx; —1 <x <1} 


Sea la funcion: y = senx; x € ee Tt. | 


22 
Despejando x: x = arcseny 
Intercambiado variables: y = arcsenx 
Ademas: Domf = Ranf* € [—1; 1] 


Ranf = Domf* € lee al 


La funcion es creciente e impar. 
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Graficando f y f* : Lafuncion es decreciente. 
Funcion arco secante 

f = {(x; y) EIR? / y = arcsecx; x EIR — (-1;1)} 
Dominio: (—oo; —1] U [1; +00) 


Rango: [0; a) U ‘je n| 


Y* y =arcsecx 


Funcion arco coseno 
f = {(x; y),€1R? / y = arecosXp—1_<x< 1} 


Dominio: [—1; 1]; Rango: [0; x] 
A : La funcion es creciente. 
Es una funci6n decreciente. 


Funcion arco cosecante 
f = {(x; y) EIR? /y = arcescx; x EIR — (-1; 1) 
Dominio: (—oo; —1] U [1; +00) 


Rango: 2 3 0) U (0; 5\ 


Funcion arco tangente 
f = {(x; y) EIR? / y = aretanx; x <I} 
Dominio: IR; \Rango: ( 5° a} 


y y =arctanx 7 | ‘ 
La funcién es decreciente ¢ impar. 


PROPIEDADES PRINCIPALES 
Propiedad | 


La funcion es creciente e impar. Ne[-1; 1] 
. : N € [-1; 1] 
Funcion arco eotandene tan(arctan(N NeR 
f = {(x; y) €R°/y = arccotx; x €R} : | cot(arecot(N NeR 
Dominio: R; — Rango: (0; x) Ne (-cot 1] U[1; +e0) 


N & (-o0; —1] U[1; +00) 


Ejemplos: 

* tan(arctan100) = 100 

*  sec(arcsec2) = 2 

* cos(arccos3) = 3; absurdo ya que 3 ¢[—1; 1] 
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Propiedad Il 


FTI (FT(6))=@ «= 6 €Ran(FTI) 


arcsen(send) =0+0€ [- o al 


arccos(cos0) = 9 = 0 € [0; 7] 


arctan(tan0)/=0™S 6 € ( 


arccot(cot0) =!0™ 0 €(0; m) 


arcsec(secd) = 0 = 6 €[0; m] — {5} 
arccsc(csc0) =0 = @ [ pes 


Ejemplos: 
. arccos|cos(=)| =F 
2m 2m 
. t| cot/ <2 )} = 
arcco [eo ( 3 ) 3 


* —_ arctan(tan2) = 2; absurdo ya que: 2 ‘j a +) 


Propiedad Ill 


arcsen(—x) = —arcsenx; x €[=1; 1] 
arccos(—x) = n — arccosx; x €[—1; 1] 
arctan(—x) = —arctanx; x ER 


arccot(—x) = — arccotx;x ER 
arcsec(—x) = m = arcsecx; x € (—oo; —1] U[1; + 00) 
arecsc(—x) = —arecesex; x € (—ooj—1] U[1; + (6) 
Ejemplos: 
‘ ad) a j\L2 
arosen( 5) arcsen( 5) 5 
, 2) mater {2 _ mt _ 31 
arccos( a ia arccos( =) mie ale 


* — arctan(—{3) = — arctan{3 = —n/3 
Tm 20 


3. 3 


arcsec2 = 1 


*  arcsec(—2) = 1 


* — arccot(— 2) = x — arccot2 


Propiedad IV 


arcsenx + arccosx = is fi] 


arctanx + arcotx = oe VxeER 


arccscx = B vx 


1; 1) 


arcsecx 


Ejemplos: 


: aresen( =) arcos( +) == 


2 


* arctan3 + arccot3 = n/2 
* arcsec150= + arccsc150 = 7/2 


* arcsen2 + arccos2 = 7/2; es absurdo ya que 
2¢[-1; 1] 


Propiedad V 


X+ 
arctanx + aretany = arctan ; 


Si: xy <1 => k=0 
Si: xy >1,x>0 > k=1 
Si:xy >1,x<O=> k=-1 


Ejemplos: 


° arctan( 3) t arctan( 3) = arctan 


1 
2 


arctan( x) t arctan( 


=arctani = 
3 si 


* arctan2 + arctan4 = arctan 
(; -—2x4 


arctan2 + arctan4 = arctan( 3) + Tt 


arctan2 + arctan4 = x — arctan(6/7) 


Wy ie 
1-1)(+48) 

13 + 7 
{3-1 
arctan(1) + arctan(—{3) = arctan(2 + 13) —1 


_ 5n z 7x 
12 12 


~ EJERCICIOS RESUELTOS 


1. Calcular el valor de x. 


X= arctan| 2 + 4 arctan a 


* | arctan(—1)+arctan(—13) =arctan 


arctan(—1) + arctan(—{3) = arctan| 


arctan(-1) + arctan(—{3) 


Resolucion: 
Como: arctanm — arctann = arctan 


_ (241 1 
x arctan( 5+ ) arctan( =) 


mat) 
1+mn 


+10 1 
X = arctan 2-1 —2 

1+(eaNz) 
X= arctan| 3] = ri 


Dada la ecuaci6n: 
arctan(x + 1) — arctan(x — 1) = arctan2 


indicar la suma de las soluciones. 
Resolucion: 

arctan(x + 1)= arctan (x— 1) = arctan2 
x+1—(x-1) 
2 = 2B M=1 =x=41 

Xx 

‘. la ssuma de las soluciones es cero. 


2 


Hallar x, si: arcoos| 5 


arctan = arctan2 


= arcsenx 


Resolucion: 


> arcsenx 


Por dato: arccos( 8) 
Entonces: a = arcsenx 


3 au 
se =x = x= 3 7 


oe) 


También: a = arcoos( “8 =mcosa = 


Calcular: sec(arctanb) 

Resolucion: 

Sea: F = sec(arctanb) 

Sea: a =arctanb = tana =b (1) 
F = seca asi(2) 
De (1): 


b°+1 


= arctan3 


Si: arctan3a + arctan (5) 


hallar a: 
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Resolucion: 
Como: arctanm + arctann = arctan( Ava ) 
1—mn 
arctan3a + arctan = = arctan3 
3a + a 
arctan] —————~—| = arctan3 
te (30)(3) 
2 

So god = fi = 2 — 907 
2— 9a 

9a? + 3a —2 =0 

3a +2 

3a. -1 


Luego. 30 +2=0 sa =—2/3 
38a -1=0 sa=1/3 


Hallar el valor o valores que verifican: 
cos(arcsenx) + sen(arccosx) = 3/2 


Resolucion: 
Como: arcsenx + arccosx = 5X [=15-1] 


cos(arcsenx) + sen(arccosx) = 3/2 
cos(n/2 — arccosx) + sen(arccosx) = 3/2 
sen(arccosx) + sen(arccosx) = 3/2 
2sen(arccosx) = 3/2 = sen(arccosx) = 3/4 

Qa 


sea: c. = arccosx = cosa = x 
=> sena= 3/4 
sabemoszisen*a, + .cos*a/= 1 


2 
(3) fan 4 G: 


Encontrar el valor de k; si: R+L=A 
R = senfarccot(tan2x)] 

L = sec(kx)sen[arccot(—tan3x)] 

A =tan(kx)cos[arccot(tan2x)] 


Resolucion: 
R = sen[arccot(tan2x)] 


= R_ 
R= sen{arccot|cot( = 2x) 
R= sen(5 — 2x) = cos2x (1) 
L = seckxsen[arccot(—tan3x)] 


L= seckxsen{arccot| cot( = + 3x)! 


Le seckxsen(> + 3x) 
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L = +seckxcos3x (2) 
= Th 
A= tankxcos { arccot| cot( 5 2x)! 
A= tankxcos (+ - 2x) = tankxsen2x 2(8) 
De (1), (2) y (3): R+L=A 
cos2x + seckxcos3x =tankxsen2x 
cos2x 4 cos3x _ senkx sen2x 
coskx coskx 
cos2xcoskx — cos3x = senkxsen2x 
COS2xcOSkxX»—,sen2xsenkx = cos3x 
cos(2x + kx) = COS3x 
2x + kx 43x = k= 
Hallar x, si: 2arccot2 + arccos(#) = = arecscx 
Resolucion: 
arccscx = 2arccot2s+ arccos| 2) =H) 
Sabemos que: 
arccot2 = 26°30' A arccos( =] = 53° 
Reemplazamos €n\(1.): 
arccscx = 2(26°30’) + 53° 
arcesex = 106° = x = csc106° 
x =esc(180° — 106°) = x =csc74° = x= — 
EUERICIOS PROBUESTOS _ 
Calcular: a = arcsen| 3) + 2arctan2 — arcsec2 
a) 1/2 b) n/3 c)0 
d) —n/3 e) —n/4 
Indicar verdadero (V) o falso (F): 
I. arcsen| 2-12 == 
2 4 
Il. -1)=-2 
arctan(—1) 4 
1 Tt 
Il. -s\)=-2 
arccos( 5] 3 
a) VVV b) FFF c) VVF 
d) VFV e) FVV 
Calcular: 


a = arccos{tan(arcsec {2 — arccot2)} 


10. 


AT 


a) 1/6 
d) x 


b) x/3 
e) 1/8 


c) 7/2 


Calcular: P = sen{arctan[sen(7) )]} 


b) 18/3 c) {2/3 
e) 1/3 


a) -1/3 
d) 13/3 


Calcular:,P.= see*(arctan {5 ) + cot®(arecsc5) 


a) 15 b) 20 c) 30 
d) 24 e) 16 
Indicar verdadero (V) o falso (F): 
1 1 
I. oe ee 
sen|arcsen(_3)| 3 
Il. tan(arctan/11) = {11 
1 1 
Il. = = 
sec arcseo| 5)| 5 
a) VVV b) FFF c) VFV 
d) VVF e) FFV 


ep gos! SR - 5 
Reducir: P = cos| 5 arcsec $)| 


a) 0,6 b) —0,6 c) 0,8 
d) -0,8 e) 0,5 
Calcular: 


0 = arcsec(tan60°) +yarccsc(2sen60°) 


a) 1/4 
d) 0 


by —n/2 
e) 1/6 


Cc) ,n/2 


Hallar x; si: arcsen(3x — 1) = arctan($) 


a) 11/15 b) 7/15 c) 8/15 
d) 2/15 e) 1/15 

pa 1\_2 
Calcular: P = tan|arccos( £) 4 
a) 3 b) 1/3 c) -3 
d) -1/3 e) 2 
Indicar verdadero (V) o falso (F) 
I. arcsen(—x) = —arcsenx 
ll. arccos(—x) = —arccosx 
Ill. arccot(—x) = —arccotx 
a) VVV b) FFF c) VVF 
d) VFF e) VFV 


12. 


13. 


14. 


15. 
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os 3 3 5n\| _ 5x 
Calcular: 8 arecos(=) + arecos| >) I. aresen| sen( 6 ) ay 
a) 0 b) x Cc) 2n IL. arccos|cos( =) ail 
d) n/2 e) —1 : 3 3 
: ca 

es : Il. arctan|tan( > | 5 
ean ftan(—1) aylVVV ) VWF c) FFF 
a) 1/2 iz FV ) FFV 
d) x : 116. Calc aretan(1/2) + arctan(1/3) 
Si: arcsenx + arcseny + arcsenz = q a) 1/4 b) —n/4 c) 30/4 
x, y, Z €[-1; d) x/2 e) x 

o 
a) 2n S 
d) 3n/4 e) 51/4 <q 

o! 
Indicar v 0 falso (F): Oo 


RESOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS 


TEOREMA DE LOS SENOS (LEY DE SENOS) 
En todo triangulo, la longitud de los lados son pro- 
porcionales a los senos de sus angulos opuestos. 


B 
a___b __c¢ 
c 7 senA_ senB_ senC 
A B Cc 


Ademas el valor.de.dicha_ proporcién es 2R, don- 
de R es el radio de la circunferencia circunscrita al 
triangulo. Entonces: 


b = 2RsenB 


TEOREMA DE LOS COSENOS (LEY DE COSENOS) 


El cuadrado de la longitud de un lado,es igual a 
la suma de los cuadrados de las longitudes de los |: 
otros dos lados menos elydoble del producto de ©: 


dichas longitudes multiplicado por.el cosenosdel 
angulo que formen dichos lados. 


a’ = b* + c* — 2bccosA 
c* = a* + b* = 2abcosC 


b* = a* + c* — 2accosB 


De las expresiones anteriores podemos despejar: 


b? +c? Gat 


cosA = 
2bc 


Analogamente para los otros angulos. 


2 pe _-p2 yy I~ 
a°+bo—c as4cc—b 
= cee BR —— 
cosC or cos on 
Ejemplos: 
1. Resolver el triangulo ABC, si: A=60°; B = 45°; 
a=4 


Resolucion: 
De la ley de senos se tiene: 

a b _ asenB 
senA  senB senA 
b — 48en45° _ , - 446 

sen60° 3 

Como:A +B=105° = C =75° 
Asimismo: c = asenC 


senA 


_ 4sen75 " 216 +612 
sen60 3 
2. Resolver el triangulo ABC, si: a = 2;b = 213; 
C = 30° 
Resolucion: 


De la ley de cosenos se tiene: 

c*= a* 4b? — 2abcosC 

co? = 22 + (243) — 2(2)(213)cos30° 
Luego el triangulo es isdésceles. 

« A= 30° yB = 120° 


TEOREMA DE TANGENTES (LEY DE TANGENTES) 
: Dado un triangulo ABC, se cumple: 


.Cc=2 


_ TEOREMA DE LAS PROYECCIONES (LEY DE PRO- 
- YECCIONES) 


Dado un triangulo ABC,se cumple: 


RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS SEMIANGU- 
LOS DE.UN TRIANGULO 

En todo triangulo ABC, con respecto al angulo A 
se cumple: 


NT. 
#PARIS@ 
AMOR A SOFIA 


Donde: p = 


a+tbt+c 


5 , (semiperimetro) 


ELEMENTOS AUXILIARES DE UN TRIANGULO 


fs 


Bisectriz 
A. Bisectriz interior 
A 
2be A 
NS V, =|——]cos{ — 
“Wy 2 'Blb™ | (3) 
b c 
C 5B 
a 


V,: bisectriz interiomrelativa al lado.a. 


B. Bisectriz exterior 


V,: bisectriz exterior relativa al lado a. 


Mediana 


4m,? = b? +c? + 2bccosA 


b c 


C a/2 M_ al2yB 
ma: mediana relativa al lado a. 
Inradio 


B A 


[> r=(p-—a) tan(>) 


Exradio 


fai exradio relativo al lado a. 
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Expresiones de perimetro; inradio y exradios 


: en términos del circunradio y los tres angulos 
: del triangulo 


r= 4Rsen( 


sen 


reo|> 


a 


AREA DE UNA REGION TRIANGULAR (S) 


Dado.el triangulo ABC: 
B 


bc 
S =—senA 
c | a 2 


A D Cc 
Analogamente: /s = Ssens) S= 2 senC 


S = {p(p — a)(p — b)(p —c) 


[S =1,(8 — a) = t,(p — b) = r-(p —0)| 


S +2R’senAsenBsenC Irralotc 


1 
1 
1 
1 
1 
0 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
l 
l 
I 
I 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
\ 


ae - 


: AREAS DE REGIONES CUADRANGULARES 


En término de sus diagonales y el Angulo compren- 


dido entra estas. 


C Se cumple: 


5 ai 
VA S= oie sen 
A D 
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Donde: 
d, y dp: diagonales del cuadrilatero ABCD 


0: medida del Angulo formado por las diagonales. 
S: area del cuadrilatero ABCD 


EJERCICIOS RESUELTOS 


1. En un triangulo ABC se conocen: B = 15°; 
A — B = 90° y el radio de la circunferencia 
circunsCritasessigualva.3/5 m; calcular el lado 
opuesto al angulo A. 

Resolucion: 
A—B=90°, como B = 15° = A= 105° 


De la ley de senos sabemos: 


a_ _ oR. dato: R = 3 

Senk ~ Wemgato: R 5 
mee! 3 B46 + 12) 
a= 2(=)sen105 = 5X A 

_ 36 +12) 
~~ 410 


2. Hallarel valor de: 
a(b?/+ ¢°)cosA + b(c? + a°) cosB + c(a® + b*) cos 
en un triangulo cualquiera. 


Resolucion: 
Sea: 
F = a(b*+c*)cosA + b(c?+a*)cosB 

+ c(a?+b*)cosC 
F = (ab°cosA + ba’cosB) + (ac®cosA+ ca*cosC) 
+ (bc?cosB + cb’cosC) 
F = ab(bcosA + acosB) + ac(ccosA + acosC) 

+ be(ccosB + bcosC) _ ...(1 


Por la ley de proyecciones: 
= F=abc+acb+bca_ .. F = 3abc 


3. Los datos del triangulo ABC tienen longitudes 
BC = 5;AC =3 y AB =6. Hallar el coseno del 
angulo del vértice A 


Resolucion: é 
2 2: 2 
cosa = 3-6 = 
2(3)(6) 3 5 
20 5 
cosa = == 
(36) 9 A . 


Las longitudes de los lados de un triangulo 
son tres numeros enteros consecutivos y el 
angulo mayor es el doble del menor «; hallar 
la relaci6n del lado mayor al lado menor. 


Resolucion: 
n+1_n-1 
sen2a sena 


n+1. sen2a 
n— 1 «sena 


A n+1 B 
= 2cosa 


n+ 1 —%2sena cosa 
n-1 sena 


Uno de los lados de un triangulo es el doble 
del otro y el Angulo comprendido mide 60°, 
hallar los otros dos angulos. 


Resolucion: 
a 2a 

senx — sen(60° + x) a 
sen(60 +x) 2a 

senx ~ a A ”\ 

2a 

sen60 cosx , cos60 senx 2 

senx senx 
{3 a {3 3 
a eS 2 7 Cotx 5 

3 


cotx = ~ = cotx = 13 = x =30° 
{3 
Luego los otros\dos angulosmiden 30° y 90°. 


Los lados de un triangulo tienen longitudes x, 
ax, 2ax. Hallar el valor de a necesario para 
que el angulo opuesto al lado de longitud x 
sea de 60°. 

Resolucion: 

Aplicamos ley de cosenos: 

x= (ax)* + (2ax)* — 2(ax)(2ax)cos60° 


x? = ax? + 4aex? — 4a’x?(5) 


=> 
B A 

3 2ax 
Hallar el perimetro de un poligono regular de n 
lados, inscrito en una circunferencia de radio r. 
Resolucion: 


Si el radio de la circunferencia es r, entonces 
su lado (L) es igual a: 


El perimetro (p) es igual-a: 


p= 2nrsen(5) = 2nrsen(*) 


En un triangulo rectangulo ABC (A = 90°), 
expresar sec2B + tan2B en términosde los 


catetos b yic del triangulo. 


Resolucion: 
_ 1+sen2B 
cos 2B 
a 
A — 1+ 2senBcosB 
cos*B.="sen*B 
B c 
b\c 
ff 2(2) c 
ad a (a) a> + 2bc 
| Cr 
aoa 
_ B24 624 2bc_ (CBF 
(c — b)(C 41D) =(@="b)(c + b) 
c+b 
Aa 
c—b 
_EJERCICIOS PROPUESTOS_ 
Dado un triangulo ABC, simplificar: 
E = acscA — bcscB 
a) 0 b) 1 c) 1/2 


d) -1 e) -1/2 


Del grafico, calcular x. 


a) 2asend 
2acos0 
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Del grafico, calcular x. 


2 
{21 5 
Dado unstriangulo ABC, se cumple: 


ag = bye — Zhe; calcular: cot( 5) 


a) {2 b) 242 c) -2{2 
d) 4/2 e) 5{2 
Dado un triangulo ABC, sia —b = 5;c =2; 
sen(A + B) 
calcular: E = 
sen(B + C)—sen(A +C) 
a) 0,1 b) 0,2 c) 0,3 
d) 0,4 e) 0,5 


Calcular: cos0 


Dado un.ttiangulo ABC, donde se cumple: 
ava 4 Are 
cosA .cosB’ cosC 


équé tipo de triangulo es? 

a) Equilatero b) Rectangulo 
c) Obtusangulo d) Escaleno 
e) Rectangulo Isésceles 


Dado un triangulo ABC, simplificar: 
_ senA+senB .c-—a 


senB+senC  b+c 


a) 1 b) 1/2 c) 1/4 
d) 2 e) 4 

En la figura, calcular: sena 

a) {5/5 

b) 245/5 

c) 45/10 
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10. 


11. 


12; 


13. 


14. 


15. 
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En un triangulo un lado mide 20 m y los angu- 
los adyacentes miden 37° y 16°. Calcular el 
perimetro. 


a) 21m 
d) 142 m 


b) 22m 
e) 46m 


c) 40m 


Dado unstriangulo ABC, donde a = 7; b = 8; 
c = 9. Calcular la mediana relativa al,lado AC. 


a) 4 b) 7 ¢) 8 
d) 2 e) 6 


Dado un triangulo ABC, simplificar: 


E=(a4 b’sen®( =) r(a b)2c08*(=) 
a) b* b) c? c) a& 
d) ab e) ac 


Se tiene un cuadfrilatero inscriptible cuyos 
lados miden 1, 2, 3, y 4. Galcular el coseno 
formado por los lados menores. 


a) -1/7 b) -2/7 
d) -4/7 e)5/7 


c)+3/7 


Dado'un triangulo ABC, donde p: semiperime- 


tro. Hallar: cos( 5) 


—b Zb 
a) aus ) b) . ) 
p(p — b) p(p — b) 
ah be q) abe 
—b 
e) aus ) 


Dado un triangulo ABC, simplificar: 
F = (tanA +tanB)(bsenC — csenB) 


b) 2 c) 1/2 
e)0 


16. 


17. 


18. 


@ 


20. 


i] 
Wl 
> 
< 
a 
0 


Dado un triangulo ABC cuyo perimetro es 24, 
ademas el radio de la circunferencia circuns- 
crita al triangulo es 5. Calcular: 


E = senA+ senB + senC 


b) 2,4 
e) 1,4 


c) 1,3 


a) 1/5 

b) 1/4 3 Vt9 
c) 1/7 

d) 1/3 A 

e) 1/2 5 


Dado un triangulo ABC, donde: 
a +b* +c = 10 


calcular: E = bccosA + accosB + abcosC 
a) 5 b) 10 c) 15 
d) 20 e) 25 
Dado un triangulo ABC, reducir: 
p — senA+senB _ senC 

a+b c 
a) 1 b) 2 c) 1/2 
d) 1/3 e) 0 


En un triangulo ABC, se cumple: 
(a+b +c) (a+b ~c) = ab 


hallar: cosC 
a) -1/2 b) —2/3 c) —3/4 
d) —4/5 e) -1/3 


